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Nota prévia

Este texto foi escrito com o propésito de apoiar as aulas de Calculo 11
lecionadas na Universidade de Aveiro, podendo ser visto também como um
guiao para esta unidade curricular. Nao se pretende com isto substituir as
aulas, mas antes proporcionar um melhor acompanhamento das mesmas por
parte dos alunos. Sao assumidos conhecimentos prévios basicos (adquiridos
no ensino secundario e em Célculo I) sobre o estudo de fungoes reais de
variavel real, sobre célculo diferencial e integral e sobre séries numéricas.

Trata-se de um texto resumido onde se tenta motivar a introducao dos
varios conceitos relacionados com equagoes diferenciais ordinérias e séries de
funcoes. Atendendo ao formato pretendido, optou-se por nao se apresentar
provas dos resultados formulados, apesar de alguns casos conduzirem a uma
argumentagao muito préxima daquilo que seria uma prova formal.

A leitura deste material devera ser complementada com a consulta de
bibliografia complementar. Para além dos diversos livros classicos sobre
Calculo (alguns deles indicados na lista de referéncias), sugere-se, em par-
ticular, a leitura dos apontamentos [12] (disponiveis na plataforma Moodle
da Universidade de Aveiro), onde poderao ser encontradas quase todas as
provas dos resultados aqui apresentados, bem como varios outros exemplos
e exercicios propostos.

Gostaria de deixar um agradecimento aos muitos colegas que comigo tra-
balharam em Célculo IT (de 2010 a 2012, e mais recentemente em 2014) pelos

diversos comentarios e sugestoes a anteriores versoes deste texto.
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A. Almeida 1 SERIES DE POTENCIAS E FORMULA DE TAYLOR

1 Séries de Poténcias e Formula de Taylor

1.1 Séries de poténcias

Neste capitulo vamos estudar séries cujos termos envolvem poténcias.
Tratando-se, em geral, da soma de uma infinidade de parcelas, tais séries
constituirdo uma generaliza¢ao dos polindmios (os quais correspondem a so-

mas de um numero finito de parcelas).

Definicao 1.1 (Série de poténcias)
Chama-se série de poténcias centrada em c € R (ou série de poténcias

de x — ¢) a uma série da forma *

Zan(x—c)”:a0+a1(x—c)+a2(x—c)2+~--—|—an(x—c)”+---

n=0

onde a, € R para todo n € Ny. Os numeros a, sao os coeficientes da

série.
Exemplo 1.1 Na série de poténcias centrada na origem (i.e., no ponto ¢ = 0)

o0

doat=l4a+a’ a4 (1.1)

n=0
todos os coeficientes sao iguais a 1. Tratando-se de uma série geométrica de
razdo = € R, esta série é (absolutamente) convergente se, e so6 se, |z| < 1.
Além disso, para tais valores de x, conhecemos mesmo o valor da sua soma:

1
1—=zx

=1l+x+a*+ - +a"+--- para z€|—1,1]. (1.2)

Repare-se que (1.2) fornece uma representacao em série de poténcias de

x para a funcao definida por no intervalo | — 1,1[. Uma das questoes

fundamentais que trataremos mais adiante é a possibilidade de escrever uma

dada fungao através de uma série de poténcias. Alids, a importancia destas

1Usamos a convencdo habitual 0° = 1, a qual estd sempre implicita no estudo que se

segue.
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séries reside precisamente no facto de muitas fungoes conhecidas se poderem
representar nesta forma. FKEste assunto sera discutido no préximo capitulo.
Nessa altura, discutiremos também a possibilidade de operar sobre uma série
de poténcias (i.e., derivar, primitivar, etc.).

Dada uma série de poténcias ) - a,(x — ¢)" importa, desde ja, saber
identificar o conjunto de pontos x € R para os quais esta é convergente. O
conjunto de tais pontos designa-se por dominio de convergéncia da série.
Por exemplo, o dominio de convergéncia da série (1.1) é o intervalo | — 1, 1][.

Vejamos outros exemplos:

Exemplo 1.2 Consideremos a série de poténcias de z

Ooxn T 72 3 n
ZOH:1+E+§+§+---+H+~- (1.3)

cujos coeficientes sao dados por a,, = % Tivemos oportunidade de observar
no capitulo anterior que se = 1 a série (numérica respetiva » oo &) é
convergente e tem soma e (embora este tltimo facto ainda nao tenha sido
provado). Consequentemente, por comparagao, conclui-se que a série (1.3)
converge (absolutamente) se |z| < 1. No entanto, podemos verificar fa-
cilmente através do Critério de D’Alembert que a série é (absolutamente)

convergente para qualquer x € R, pelo que o seu dominio de convergéncia é
R.

Exemplo 1.3 A série de poténcias

X (—1)rtL

; ()i Tz (z+1)"
(centrada em ¢ = —1) converge (absolutamente) se z €] — 2,0[ e diverge
se z €] — 00, —2[U]0, +00[ (como consequéncia da aplicagdo do Critério de
D’Alembert ou do Critério da Raiz). Esta série também converge (simples-
mente) para x = 0 (tal resulta do Critério de Leibniz) e diverge se x = —2.

Consequentemente, o seu dominio de convergéncia é o intervalo | — 2, 0].
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Repare-se que, para qualquer série de poténcias Y~ a,(z —¢)™, o ponto
¢ onde esta esta centrada pertence sempre ao seu dominio de convergéncia
(sendo a respetiva soma igual ao coeficiente ag). Mas haverd alguma série
que seja convergente apenas no ponto onde estd centrada? A resposta é

afirmativa. Veja-se o seguinte exemplo:

Exemplo 1.4 Considere-se a série de poténcias

> nl(x —2)". (1.4)

Uma aplicagao do Critério da Raiz (ou do Critério de D’Alembert) permite
concluir que esta série diverge para cada x # 2. Assim, o dominio de con-

vergéncia desta série reduz-se ao conjunto singular {2}.

Os exemplos anteriores sugerem que o dominio de convergéncia de uma
série de poténcias apresenta sempre a forma de um intervalo (simétrico em
relagdo ao ponto onde a série estd centrada). Na verdade, é possivel provar
que tal se verifica para qualquer série de poténcias. Além disso, em muitas
situagoes, podemos também determinar o comprimento desse intervalo de

um modo relativamente simples.

Teorema 1.2 Para qualquer série de poténcias Y, an(x — ¢)" verifica-se

uma, e uma so, das sequintes proposigoes:
(i) a série converge (absolutamente) em x = ¢ e diverge se x # ¢;
(ii) a série converge absolutamente em todo x € R;

(iii) existe um unico R > 0 para o qual a série converge absolutamente se

|r —¢| < R e diverge se |x — c¢| > R.

Defini¢ao 1.3 (Raio de convergéncia; intervalo de convergéncia)
O numero R referido no Teorema 1.2 designa-se por rato de convergéncia
da série Y - jan(x — ¢)". Diz-se também que a série tem raio de con-

vergéncia nulo (R = 0) na situagdo (i) e que tem raio de convergéncia infinito

7
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(R = +00) quando ocorre (ii).
Quando R # 0 o intervalo |¢ — R, ¢ + R]| designa-se por intervalo de con-

vergéncia da série (sendo este todo o conjunto R quando R = +00).

Os raios de convergéncia das séries (1.1), (1.3) e (1.4) sdo, respetivamente,
R=1 R=4cce R=0.

Observacao 1.1 A partir do Teorema 1.2 fica claro que o dominio de con-
vergéncia de uma série de poténcias Y~ a,(z — ¢)” toma sempre a forma
de um intervalo centrado em ¢ (que pode degenerar no conjunto singular {c}

- caso (i) - e pode também ser todo o R - caso (ii)).

Observacao 1.2 O Teorema 1.2 nada afirma sobre a natureza da série nas
extremidades * = ¢ — R e x = ¢+ R. Nestes pontos o estudo da série terd

de ser efetuado caso a caso.

Como vimos, a determinacao do dominio de convergéncia de uma série
de poténcias podera passar pelo calculo do seu raio de convergéncia. Por
sua vez, em muitos casos, este ultimo pode ser determinado a partir dos
coeficientes da série.

Considere-se a série Y~ a,(z — ¢)", supondo a,, # 0 para todo n € N.

. - . Ant1
Suponha-se que existe o limite £ := lim [t
oo |ap)|

. Ja vimos que a série converge
se x = c¢. Para = # ¢, temos

Ung1 (.’L’ _ c)n—i—l

an(x —c)?

O Critério de D’Alembert permite concluir o seguinte:

L = lim

n—oo

=/llx—c|

e Se /=0, entdo L =0 (< 1), pelo que a série é absolutamente conver-
gente para qualquer x # c¢. Assim, o raio de convergéncia ¢é infinito e o

dominio de convergéncia ¢ R.

e Se / = +oo, entao L = 400 e, consequentemente, a série é divergente
para qualquer x # c¢. Assim, o raio de convergéncia é nulo e o dominio

de convergéncia reduz-se ao conjunto singular {c}.

8
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e Se !l €]0, +ool, entao a série converge absolutamente se L = £ |x—c| < 1,
ou seja, se
lz—c| <1/l s x€lc—1/lc+1/{]

e diverge se L =/l|z —c| > 1, i.e.,
|t —¢c|>1/l & x €] —o0,¢c—1/¢[U]c+ 1/¢,400].

Neste caso, o raio de convergéncia é 1/¢ e ¢ — 1/¢,c + 1/{[ é o inter-
valo de convergéncia. A determinacao do dominio de convergéncia fica
dependente do estudo da natureza das séries numéricas que se obtém

parar=c—1/lex=c+1/L.

A deducgao anterior conduziu-nos a uma férmula para o calculo do raio

de convergencia:

Proposicao 1.1 Seja - a,(x—c)" uma série de poténcias com coeficien-

lan+1]

tes nao nulos. Se existir o limite { = lim =~ B entdo o raio de convergéncia
n

n—oo ‘
R € dado por
1 |ay|

R=-=lim

0 noo ||

(1.5)

Observacao 1.3 Seguindo um raciocinio semelhante ao anterior, mas agora
baseado no Critério da Raiz, também se conclui que, caso exista o limite

¢ = lim 3/|a,|, o raio de convergéncia também pode ser dado por
n—o0

1 1
R=-=lim

¢ n—oo N |an’

(1.6)

(supondo a,, # 0 para validar a segunda igualdade).

Exemplo 1.5 Vamos determinar o raio e o dominio de convergéncia da série

= (z+2)
;5"\/7’“%1'

Como a,, = W # (0 para todo n € Ny, o raio de convergéncia é dado por

1
. ny/n+1 . 5n+1\/ n+ 2 i n+2
R = lim = lim ————— —
5+l /n+2
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Portanto, a série converge absolutamente nos pontos z tais que |r + 2| < 5

e diverge nos pontos x tais que |z + 2| > 5. Resta averiguar o que se passa

nos pontos = tais que |r + 2| = 5, i.e., nas extremidades do intervalo de
convergéncia | — 7, 3[.

—1
Se x = —7, obtemos a série numérica Y -, ﬁ =3 1 “—— que ¢é sim-

plesmente convergente [Justifique!].

Se x = 3, obtemos a série numérica y - \/W =>, \}, a qual é diver-
gente [Justifiquel].

Resumindo, o dominio de convergéncia da série indicada é o intervalo [—7, 3],
sendo a série absolutamente convergente em | — 7, 3[ e simplesmente conver-

gente no ponto r = —7.

Note-se que a determinacao do dominio de convergéncia de uma série de
poténcias nao exige o conhecimento prévio do respetivo raio de convergeéncia.
Na verdade, tal dominio poderd ser determinado por aplicacao direta dos
critérios de convergéncia (tipicamente o Critério de D’Alembert ou o Critério
da Raiz), a semelhanca com o que se fez no estudo das séries (1.3) e (1.4)). Em

certos casos, ndo podemos mesmo usar as formulas (1.5) e (1.6) diretamente.

Exemplo 1.6 Considere-se a série de poténcias

> 2n 1 1
Zx—:1+0-x—|——x2+0-x3+—a¢4+---
— 3" 3 9

Temos uma infinidade de coeficientes nulos, mais precisamente,

1
a9 — ? e agk+1 = 0 (k’ S No)

Como
xZn |37 | 2

= R
3 3 T € K,

lim {
n—oo

resulta do Critério da Raiz que a série converge (absolutamente) se
[

?<1(:>a:€]—\/§,\/§[

10
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e diverge se

2
% >1e €] — o0, —V3[U]V3, 00|
Uma vez que a série também diverge nos pontos © = —v3 e = /3

[Verifique!], conclui-se que o dominio de convergéncia desta série de poténcias

é o intervalo | — v/3, v/3[.

Observacao 1.4 O raio de convergéncia da série anterior podera ser de-
terminado através das férmulas (1.5) ou (1.6), se se efetuar previamente a
mudanca de varidvel y = 2? [Verifique!]. O que aconteceria se se aplicasse
uma daquelas formulas para a determinacao do raio, considerando, errada-

mente, a, = 3% ?

1.2 Foérmula de Taylor

Dada a sua simplicidade, podemos pensar em usar polinémios para apro-
ximar funcoes nao tao simples de trabalhar. Do ponto de vista numérico,
os polinémios sao facilmente calculados visto envolveram apenas produtos e
somas.

Suponhamos que se pretendia aproximar a fungao exponencial f(z) = e®.

O polinémio do primeiro grau
L(z)=f0)+ f(0)z=1+x

permite aproximar a func¢ao f (pelo menos numa vizinhanga do ponto = = 0).
Este assunto nao é novo se nos recordarmos do significado geométrico do
conceito de derivada. De facto, L(x) déd-nos uma aprozimacdo linear de f
que, do ponto de vista geométrico, traduz uma aproximacao do grafico de
f pela reta que lhe é tangente no ponto (0, f(0)) = (0,1). Repare-se que
L(0) =1 = f(0) e L'(0) = 1 = f(0).

Pensemos agora na possibilidade de aproximar a fungao exponencial através

de um polinémio quadratico,
_ 2
Q(x) = ag + a1 + asx”,

11
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por forma a que Q(0) = f(0), Q(0) = f'(0) e Q"(0) = f"(0). Depois de
alguns célculos imediatos, concluimos que os coeficientes de Q(x) sdo ag = 1,
a=1leay=3.
Em comparacao com a aproximagao linear, ¢ de esperar que a apro-
zimagdo quadrdtica assegure melhores resultados quando se aproxima f (em
torno do ponto x = 0), até porque se estd a usar agora mais informagao sobre
a prépria fun¢do (nomeadamente, sobre a segunda derivada). Poderfamos
usar também uma aprorimacao cubica e assim sucessivamente. De facto,
L(z) e Q(x) traduzem apenas as primeiras etapas de um processo de apro-
ximacao polinomial que tenderd a ser mais preciso. Podemos verificar que o
polinémio de grau n
P(x):1+a:+l$2+---+ix”
2! n!

satisfaz as condigoes
P®0)=1=f®(0), Vke{0,1,2,...,n}

(usando a notacdo habitual para as derivadas de f, onde f© := f). Na-
turalmente, para aproximarmos os valores da fungao exponencial através do
polinémio P(z) é importante ter-se alguma informagao sobre o erro cometido

na aproximagao. O Teorema 1.4 darda uma resposta a esta questao.

1.2.1 Polinémios de Taylor

Considere-se, em geral, uma funcao f admitindo derivadas finitas até a
ordem n € N, num dado ponto ¢ € R. Por derivacao sucessiva, nao é dificil

verificar que se o polinémio (de grau < n)
P(z) =ag+ai(x —c) +as(x —c)* + -+ an(z — )"
satisfaz as condicoes
Pl)=f(e), Pl)=Ff(c), ... PP()=f"(), (17

entao

k=0,1,2,...,n (1.8)
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(convencionando 0! = 1 como ¢é usual). Reciprocamente, se os coeficientes
do polinémio P(x) forem dados por (1.8), entdo P(x) satisfaz as (n + 1)
condigoes (1.7). Portanto,

),
1 f) =3 Ve

k

é o unico polinémio (de grau < n) que possui a propriedade indicada em
(1.7). O polinémio T;" f(x) designa-se por polinémio de Taylor* de ordem
n da fungao f no ponto c. No caso particular em que ¢ = 0, T{ f(x) é também

conhecido por polinémio de MacLaurin?® (de ordem n da funcao f).
Exemplo 1.7 Temos T} (2%) = 2 para n > 3.

Exemplo 1.8 Como (e*)* (0) = 1 para todo k € Ny, entio

n
.I'k 2 n

x xr
T&(ex)z —':1+$+§+"‘+F (HGN)
— ! !

Exemplo 1.9 Uma vez que (ﬁ)(k) (0) = k! para todo k € N (facto que

pode ser provado usando indugao matematica), entdo (para x # 1) temos

1 n
Tg‘(l_l_) :Zxk:1+m+x2+---+x" (n € N).
k=0

Exemplo 1.10 No caso da fungao seno tem-se
sen**D(0) = (=1)* | sen®?(0) =0, VEk € No.

Entao o polinémio de MacLaurin de ordem 2n + 1 da funcao seno possui
apenas potencias impares de x:

) L n . x2k+1 .7:3 5 x?n-&-l

n+ — _ S e T 1y

I (sen) _kz( Vg “~atat 0 g
=0

2Brook Taylor (1685-1731) foi um matematico inglés que usou pela primeira vez repre-
sentagoes de fungoes através de séries de poténcias, embora sem se preocupar com questoes

de convergéncia.
3Colin MacLaurin (1698-1746) foi um matemdtico escocés que deu importantes contri-

butos para a Fisica Matemaética. No seu trabalho “Tratado de Fluxoes” aparece a férmula

sobre a representagao de uma fung@ao em série de poténcias centrada na origem.

13
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Exemplo 1.11 As derivadas de ordem fmpar da fungao co-seno sao todas
nulas na origem. As suas derivadas de ordem par no mesmo ponto tomam os
valores -1 ou 1 (de forma alternada). Portanto, o polinémio de MacLaurin

de ordem 2n desta funcao contém apenas poténcias pares de x:

n
ka x2 LE4 Q:Zn

T2 (cosx) = Z(—l)k<2k)! =1- o7 + TR (—=1)"

Observacao 1.5 Note-se que o polinomio de MacLaurin da funcao co-seno
¢ a derivada do polinomio de MacLaurin da funcao seno. De certa forma, tal

era esperado em virtude da ja conhecida relagao (senx)’ = cosx.
Observagao 1.6 Para qualquer polinémio de grau n, P,(z), tem-se
T'P,(z) = P,(x)  (para qualquer ¢ € R).

Observacao 1.7 Recordando que ) ;- ok = ﬁ para todo = €] — 1,1],
entdo o polinémio 7§ (ﬁ) (indicado no Exemplo 1.9) representa o termo
geral da sucessao das somas parciais associada & série de poténcias Y, , 2.

Portanto,

hng< ! ): L Vo €] —1,1].

1.2.2 Teorema de Taylor

O seguinte resultado pode ser provado usando inducao matematica e a

técnica de integracao por partes.

Teorema 1.4 (Férmula de Taylor com resto integral)
Sejam n € Ny, f uma fung¢ao real com deriwadas continuas até a ordem

(n 4+ 1) num intervalo I e c € I. Entdo, para todo x € I, temos

LIV @
fla)y=>" / k'( )(x — o) +%/ FO @) (@ — t)m dt. (1.9)
i L.

Repare-se que o caso particular n = 0 corresponde a férmula de Barrow

para integrais (ja estudada em Célculo ).

14
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Observagao 1.8 A igualdade (1.9) é conhecida como a férmula de Taylor
de ordem n (da fungao f no ponto ¢). Quando ¢ = 0 esta igualdade é também
conhecida como a férmula de MacLaurin de ordem n (da fungao f), em

analogia com a designacao ja usada para os polinéomios.

Observagao 1.9 O lado direito da férmula (1.9) contém o polinémio de
Taylor de ordem n mais uma tultima parcela que representa o resto. Mais

precisamente, temos
fx) =TT f(x) + R f(x)
com

mewzﬁjmﬂwww@—wwﬁ

Neste caso, o resto é dado na forma integral. Existem outras formas de
escrever o resto da formula de Taylor. Uma das mais conhecidas é resto de

Lagrange (cf. Corolério 1.5).

Usando resultados ja conhecidos sobre integrais (nomeadamente, o Teo-
rem do Valor Médio), podemos mostrar que o resto da férmula de Taylor

também se pode escrever a custa das derivadas da funcao envolvida.

Corolario 1.5 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange)
Sejam n € Ny, f uma fungao real com derivadas continuas até a ordem
(n+ 1) num intervalo I e ¢ € I. Entao, para todo x € I\ {c}, existe 6 entre

c ex tal que
f(”+1)(9)

m(;c — )"t (1.10)

flx) =TI f(x) +

No caso em que n = 0, o resultado anterior assegura a existéncia de 6

entre c e x tal que

f@)= f(@) + PO —o) . ouscja, LD gy

x—c
o que corresponde ao Teorema de Lagrange (ja estudado em Célculo I).

Usando a férmula de Taylor podemos obter uma estimativa para o erro

que se comete ao aproximar os valores f(z) pelos polinémios T f(x). De
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facto, se a (n+ 1)-ésima derivada da funcao f é continua num intervalo [a, b]
contendo o ponto ¢, entao esta é limitada neste intervalo. Assim, partindo

da formula de Taylor com resto de Lagrange, obtemos

|f(n+1)(9)| (b— a)n—i—l

n — _Tn <4 N _ an+1 < M A1

B2 (@) = 17 (@) = T2 @) < s = e < 21 G
onde M = sup [f"D(y)| e z € [a,b]. Isto déd-nos uma majoragio para

y€[a,b]
o erro cometido na aproximacao. De modo analogo, se usarmos o resto na

forma integral, nas condicoes anteriores podemos também escrever

(b _ a)n—‘rl
n:

B2 ()] = | (o) - T2 (o) < L= / e ar < B9
para todo z € [a, b] [Verifique!].

Exemplo 1.12 Vamos escrever a férmula de MacLaurin de ordem 3 da
funcdo f(r) = Vo +1, x > —1, com resto de Lagrange. Apés alguns
célculos (envolvendo as derivadas da funcao f), verificamos que o polinémio

de MacLaurin de terceira ordem é

13 @) = 0) + 7o)+ L L0y Ly ey L

O resto de Lagrange (de ordem 3) é dado por

f@(0) 5 zt
Rof(r) = T$4 T INEST

para algum 6 entre 0 e x (sendo a existéncia de tal f garantida pelo Teorema
de Taylor). A férmula de MacLaurin de terceira ordem com resto de Lagrange

¢ dada por
11 1, 5 \
Ve+l=1l+-o— =2 +—2 - ——u (0 entre 0 e x).

2" 78" 160 1280+ 1)

Podemos usar o polinémio T3 f(z) para obter um valor aproximado de v/2 =
J(1):

1 1 1
2~ T3 =l4+-—-4+—=1/4
V2~ T3f(1) +5-3+ 1 375.
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Sabendo que € €]0, 1], o erro cometido nesta aproximacao pode ser estimado

do seguinte modo:

5 )
< — = 0,0390625.

3 —
HBof = 155 @+1)7 128

Exemplo 1.13 Voltemos a questao da aproximacao da funcao exponencial
f(z) = e® em torno da origem. Como f%*(0) = 1 para qualquer ordem k,

temos a férmula (de MacLaurin)

z? z" e? 1
=1+ +=—=+--+—4———g"F (6 entre 0 e ).
N 2! nl, (n+1)
T3 f(x) Rz f(x)

Podemos, por exemplo, aproximar e” no intervalo [0,1]. Como a fungao

exponencial é crescente neste intervalo e e < 3, temos

n+1 :L,n—l-l

CEE x € [0,1].

Em particular, para x = 1, podemos obter aproximacoes do nimero e com
qualquer grau de precisao:
1 1
e~14+14+—=+ -+ —,
2! n!
sendo o respetivo erro controlado (neste caso superior e inferiormente) por

3

< Ryf(1) < R

(n+1)!

Por exemplo, sem se pretender aprofundar questoes de cdlculo numérico, fica
a informacao que bastaria tomar n = 12 para garantir uma aproximacao de

e com 7 casas decimais (e ~ 2, 7182818) com um erro inferior a 0,5 x 1075,

1.3 Série de Taylor

. ;. N . o0 n sz L
Relativamente a uma série de poténcias ) >~ a,(z —c)™ ja tivemos opor-
tunidade de discutir a determinac@o do seu dominio de convergéncia (i.e., o

conjunto dos valores de z para os quais a série é convergente). Estamos agora

17
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interessados em estabelecer condi¢oes que garantam que uma dada funcao f
possa ser representada através de uma série de poténcias.

Ja vimos que

=l+z+a®+ - +a"+---, —l<z<l. (1.11)

11—z
Substituindo x por —z, obtemos a representagao

1
1+«

=l—a+2® -2+ -+ (=D"2" + -, —l<z<l

Se substituirmos x por z? nesta ultima obtemos

1

o2 l—a? 4ot —af 4 (D)2 - ~l<z<1, (1.12)
e multiplicando ambos os membros desta igualdade por x também se obtém

x
1+ a2

=r—2d 42— (=) —l<z<l.

A representacao destas funcoes em série de poténcias foi obtida através
de simples manipulagoes da série geométrica (1.11). No préximo capitulo
vamos ver que € possivel operar sobre as séries de poténcias. Por exem-
plo, se soubessemos que era possivel derivar a série (1.11) (como de uma

soma finita se tratasse), entdo facilmente se obteria uma representacao para

/

a funcao - = (L) . Do mesmo modo, também se obteria uma
(1 —x)? 11—z

representacao em série de poténcias para a fungao arctg se soubessemos que

era possivel primitivar a série (1.12). No préximo capitulo iremos ver que,

de facto, tais operagoes sao possiveis de realizar.

Uma funcao diz-se analitica num ponto se for possivel representa-la por
uma série de poténcias centrada nesse ponto (num intervalo aberto centrado
no ponto). Existem fun¢oes que nao admitem uma representagao em série de
poténcias em nenhuma vizinhanga de determinado ponto (e, portanto, nao
sao analiticas nesse ponto). E o caso da funcao indicada na Observacao 1.10
(na origem).

Voltemos novamente a férmula de Taylor. Se a fungao f admitir derivadas

(continuas) de todas as ordens e lim R[ f(z) = 0 para todos os pontos x
n—oo

18
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numa vizinhanca do ponto ¢, entao f admitirda um desenvolvimento em série
de poténcias de x — c¢. Nesse caso, também se refere que f é desenvolvivel em
série de Taylor em torno do ponto c.

Em geral, da-se o nome de série de Taylor da funcio f no ponto c
(também conhecida por série de MacLaurin quando ¢ = 0) a série de
poténcias

S L0 oy o)+ rew -0+ L — e

n! 21

n=0

Observacao 1.10 A série de Taylor de uma dada funcao podera ou nao
convergir? para a funcao que lhe deu origem. Quando o resto da férmula
de Taylor converge para zero, a funcao dada serd a soma da respetiva série
de Taylor. Existem, porém, casos em que a série converge para uma funcao

diferente daquela que lhe deu origem. Veja-se, por exemplo, o que acontece

f<x>={ cr o erd

com a funcao

0 , ©=0.
Esta funcao f possui derivadas finitas de todas as ordens em R, mas como

f™(0) = 0 para todo n € Ny, a sua série de MacLaurin converge, evidente-

mente, para a fungao nula.

Exemplo 1.14 A série de MacLaurin da funcao ﬁ é a série de poténcias
indicada em (1.11).

Exemplo 1.15 Seja f(r) = e, z € R. Como f™(0) = 1 para todo n € Ny,
a série de MacLaurin de f é

2 "

= 2" x
Y o=l rt
“—~ nl 2! n!

4Note-se que o conceito de convergéncia aqui referido é de natureza pontual, i.e., para
cada x questiona-se se a série numérica respetiva tem soma (ou converge para) f(z). No
préximo capitulo iremos ver que é possivel definir outro conceito de convergéncia quando

lidamos com séries cujos termos sao fungoes.
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Exemplo 1.16 A série de MacLaurin da fungao seno é

oo 2n+1 £L’3 1.5 1.271-&—1

%(—1)”%:$—§+a+"'+(—1)nm+

Exemplo 1.17 A série de MacLaurin da funcao co-seno é

o m?n .TZ 1,4 1’277'
—1)" 1Ty (1) .
;( e ST SR T

Uma questao interessante que podemos colocar neste momento é de saber
se as séries de poténcias obtidas a partir da série geométrica (no inicio desta
secgdo) sao afinal as séries de Taylor das fungoes em causa. No prdximo
capitulo veremos que a resposta é afirmativa quando se provar a unicidade
de representacao de uma funcao em série de poténcias.

Outro problema muito importante que também se coloca é o de conhecer
condicoes que garantam que a série de Taylor de uma dada funcao converge
efetivamente para essa funcao. Recordando novamente a notacao usada para

o resto na férmula de Taylor, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.6 Sejam I um intervalo, ¢ € I e f : I — R uma fun¢do com

derivadas finitas de qualquer ordem em I. Entao,

n.

> r(n)(e
f(;c):zf '(>(x—c)”, Vo e,

se, e SO se,

lim R} f(z) = 0.

n—oo

Exemplo 1.18 No caso da fung¢ao exponencial f(z) = e*, temos

3
Ry f(x) = ﬁx"“, r#0, Eentre0e .

n s’ . N . ~ . n N
Como ) ) & tem dominio de convergéncia R, entao lim &y = 0 [Porqué?].
: n—oo :

Por conseguinte, lim Rf f(x) = 0se x # 0. Sendo, evidentemente, R f(0) =
n—oo
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0 para todo n, concluimos que a série de MacLaurin da funcao exponencial

(do Exemplo 1.15) converge para a prépria fungao em R:

1’2 $3 "
ef=1+rx+—4+—4+--+—4+---, z € R.
21 3! n!

Tomando, em particular, x = 1, obtemos

NN 1
e = + +5+§+"‘+m+”',

tendo esta informacao sido ja avancada no inicio do capitulo sobre séries

numéricas (apenas como curiosidade nessa altura).

O Teorema seguinte apresenta uma condigao suficiente para que a soma

da série de Taylor de uma fungao seja precisamente a prépria fungao.

Teorema 1.7 Sejam I, ¢ e f nas mesmas condigoes do Teorema 1.6. Se

existir M > 0 tal que
|f™(z)| <M, Vzel, VneN,

entao

< £(n)(c
f(a:)zzf '()(x—c)", Vo el

n.

Exemplo 1.19 Como
|Sen(”)(x)| <1, VxeR, VneN,

concluimos que a série de MacLaurin da func¢ao seno (indicada no Exemplo

1.16) converge para a prépria fungdo em R:

$3 1’5 x2n+1

senx:x———i———f—---—i—(—l)”m_|_...’

TR x € R.
Exemplo 1.20 A funcao co-seno também satisfaz as condi¢oes do teorema

anterior, pois
!cos(")(x)| <1, VxeR, VneN,

Portanto, cosx é a soma da sua série de MacLaurin:

2 .734 x2n

cosx:1——+—+“'+(—1)n(2n)|

ST +---, zeR
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2 Sucessoes e Séries de Funcoes

Até agora liddmos com séries numéricas (i.e., séries cujos termos sao
numeros reais) e com séries de poténcias. Um dos objetivos deste capitulo
¢é aprofundar o estudo das séries por forma a estabelecermos mais propri-
edades que nos permitam operar com estas (recorde-se, a propdsito, o que
foi referido na Seccao 4.3 do capitulo anterior sobre a vantagem de se poder
derivar e primitivar séries de poténcias a semelhanca do que se faz com somas
finitas). Tal estudo ird ser efetuado no contexto geral das séries cujos termos
sao fungdes (definidas num certo subconjunto de R), nao necessariamente do
tipo poténcia.

Para além de termos oportunidade de lidar novamente com séries de

poténcias, vamos também estudar algumas séries de fungoes trigonométricas.

2.1 Convergéncia pontual e convergéncia uniforme de

sucessoes de funcoes

As séries numéricas foram introduzidas a partir do conhecimento das
sucessoes numéricas. Do mesmo modo, vamos agora introduzir séries de
funcoes a partir de sucessoes de fungoes. Comecemos entao por tratar este
ultimo assunto e esclarecer o significado de “convergéncia” neste contexto.

Considere-se uma sucessao de funcgoes reais fi, fo, ..., fu,... todas defi-
nidas num certo subconjunto D de R. Tal como nas sucessoes numeéricas,
denotamos uma tal sucessao por (f,), sendo que f, representa o seu termo
geral. Observe-se que, para cada x € D, ( fn(:x)) é uma sucessao de nimeros

reais.
Exemplo 2.1 Considere-se a sucessao de fungoes (f,,) definida por
folz)=2", 2 €]0,1].

Observe-se que lim f,(1) = lim 1 = 1 e lim f,(xy) = lim 2f = 0 se
n—o0 n—o00 n—o0 n—0o0
0 < xy < 1. Para cada z € [0,1], faz sentido pensar no limite da sucessao
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numérica correspondente (f,(z)), tendo-se

f(z) = lim f,(z) = lim 2" =

n—oo n—oo

{ 0, se xe€]|0,1],

1, se z=1.

A funcao f é construida a partir da convergéncia ponto a ponto (das respeti-
vas sucessoes numéricas). Por isso mesmo, diz-se que f é o “limite pontual”
da sucessao (f,). Geometricamente, isto significa que, para cada x = x, 0s
sucessivos pontos (zo, fn(zo)), de intersecao dos graficos das fungées f,, com
a reta vertical que passa nesse ponto, “tendem” para o ponto (zg, f(xo)),

correspondente a interse¢cao da mesma reta com o grafico de f (ver figura).

Fixemos uma qualquer faixa horizontal em torno do gréfico de f (com uma
“espessura’ arbitrariamente pequena). Fixando uma reta vertical z = x,
facilmente se constata que existe uma ordem a partir da qual todos os pontos
de intersecao desta reta com os graficos das funcgoes f,, estao situados naquela
faixa. Além disso, a medida que fixamos a reta vertical mais préxima da reta
r = 1, observamos que a tal ordem tem de ser cada vez maior por forma
a situar os pontos de interseccao na mesma faixa horizontal (tornando-se
impossivel encontrar uma ordem que sirva para “todas” as retas verticais

xr = xo que se tomem, com o € [0, 1]).
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Exemplo 2.2 Considere-se agora a sucessao (g,) definida por
gn(z) =—, x€][0,1].
Para cada x € [0, 1], a sucessao numérica <%) converge para (. Portanto, a

fungao nula em [0, 1] é o “limite pontual” da sucessao (g,) neste intervalo.

Repare-se que agora nao se verifica a impossibilidade apontada no Exem-
plo 2.1. De facto, dada uma faixa horizontal (em torno do eixo das abcissas)
de “espessura”’ arbitrariamente pequena, é sempre possivel encontrar uma
ordem a partir da qual, independentemente da reta vertical x = xy que
se considere, todos os pontos de intersecao dessa reta com os graficos das
funcoes g, se situam nessa faixa. Apesar da escolha da ordem depender, na-
turalmente, da “espessura” da faixa, ela é uniforme no sentido de funcionar
para qualquer reta vertical z = xy (com zy € [0,1]). Assim, a partir de
uma determinada ordem, todos os graficos das fungoes g, se situam na faixa

considerada.

Na verdade, estao aqui em causa dois conceitos de convergéncia que pas-

samos a registar.
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Definigao 2.1 (convergéncia pontual)
Sejam (f,) uma sucessdo de fungoes reais definidas em D CR e f: D — R.
Diz-se que (f,) converge pontualmente para f em D se, para todo

x €D, temos

f(z) = lim f,(z).

n—oo

Definicao 2.2 (convergéncia uniforme)
Sejam (f,) uma sucessio de funcoes definidas em D C R e f: D — R.
Diz-se que (f,) converge uniformemente para f em D se a sucessao

numérica de termo geral

M, :=sup|fn(x) — f(2)|

zeD
€ um infinitésimo.
Exemplo 2.3 Recuperando os dois exemplos anteriores, temos:

e (f,) converge pontualmente para a fungao f em [0, 1]. No entanto, a

convergencia nao € uniforme neste intervalo. De facto, para cadan € N,

M, = sup |fu(z) = f(z)| = sup |fu(z) — f(2)| = sup |2"] =1,
z€[0,1] z€0,1] z€[0,1]

pelo que lim M, =1 # 0.
n—oo
e (gn) converge uniformemente para a fungao nula em [0, 1], uma vez que

M, = sup
z€]0,1]

— —0|= sup — =— —0 quando n — +o0.

n zefo,1] T

" ‘ |z 1

Que relacao existira entre os dois tipos de convergéncia indicados? Como
se pode constatar no Exemplo 2.3, a convergéncia pontual nao implica ne-
cessariamente a convergéncia uniforme. Mas serd que esta ultima implica
sempre a primeira? Ora, se uma sucessao (f,,) converge uniformemente para
uma funcao f num conjunto D, entao, para cada x € D, temos

0 < [fule) — F(@)] < sup|fuly) — f(5)] = M.

yeD
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Como lim M, = 0 entao, para cada x € D,
n—oo

lim [f(z) — f(z)| =0 < lim f,(z) = f(z).
n—0o0 n—0o0
Provou-se, assim, o seguinte resultado:

Proposicao 2.1 Se (f,) converge uniformemente para f num conjunto D,

entao (f,) converge pontualmente para f nesse conjunto.

Observacao 2.1 Considere-se novamente a sucessao de fungoes do Exemplo
2.1. J4 se sabe que (f,) converge pontualmente em [0, 1], mas nao uniforme-
0, se z€l0,1]

mente, para a funcao f dada por f(z) =
1, se z=1.

Uma vez que as fungoes f,(x) = z™ sdo todas continuas em [0, 1], & partida
podera parecer estranho que a funcao limite f nao seja igualmente continua
nesse intervalo (f é descontinua em = = 1). Na verdade, esta situa¢ao nao é
de todo inesperada, pois a convergéncia pontual contempla o estudo ponto a
ponto (de forma isolada) e nao a fun¢ao como um todo. Repare-se que esta
situagao nao ocorre com a sucessao do Exemplo 2.2, onde a continuidade é

preservada quando se passa ao limite.

Observacao 2.2 Em relagao ao Exemplo 2.2, onde g,(z) = % eg(r) =0
para todo z € [0, 1], observe-se que tanto a funcao limite g como todas as
fungoes g,, sao diferencidveis em [0,1]. Por outro lado, a sucessao (¢,) das
derivadas, definida por ¢/ () = 2", converge pontualmente em [0, 1] para
a mesma funcao f do Exemplo 2.2. Repare-se, no entanto, que

0=g'(1) # lim g,(1) = 1.

n—oo

Apesar da sucessao (g,) convergir uniformemente em [0, 1], o facto é que a
sucessao das derivadas (g/,) converge apenas pontualmente nesse intervalo.
Em geral, é possivel mostrar que a convergéncia uniforme da sucessao das
derivadas é a condicao chave para se poder permutar a derivagao com a

passagem ao limite.
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Observacao 2.3 No que respeita a integracao, nem sempre é possivel “per-

mutar o limite com o integral”. Considere-se, por exemplo,
hn(x) = nx(l —22)™, 2 €[0,1].

A sucessao (h,) converge pontualmente para a fun¢ao nula no intervalo [0, 1].
Além disso, as funcoes h,, sao integraveis neste intervalo e

1

/1 hp(x)dx = /1 ne(l — 22)" dz = _g(l — )t B n
0 0 n+1 0 2(n I 1)
No entanto, temos
1 . 1 ) 1
0 [ vae= [ Jim o) do £l [ o) =l gy =

Atendendo as observagoes anteriores, vemos que a convergéncia pontual
nao assegura, em geral, que determinadas propriedades (relativas a continui-
dade, diferenciabilidade e integrabilidade) das fungoes que formam a sucessao
passem para a fung¢ao limite. No entanto, como mostra o teorema seguinte,

a convergéncia uniforme ¢é suficiente para preservar tais propriedades.

Teorema 2.3 (Propriedades da convergéncia uniforme)
Seja (f,) uma sucessao de fungoes continuas em [a,b]. Suponha-se que (fy)

converge uniformemente para f num intervalo [a,b]. Entao:
(i) f € continua em |a,bl;

(ii) f € integravel em [a,b] e

b b b
/ f(x) dx:/ h_r>1010fn(:v) dr = lim [ fu(z)dz;

n—oo a

(i) Adicionalmente, se as funcgées f, tém derivadas continuas em [a,b] e a
sucessao (f) converge uniformemente em [a,b|, entao f € diferencidvel

neste intervalo e

f(z) = lim f!(z), V€ la,b].

n—oo
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Observagao 2.4 As propriedades anteriores podem funcionar como critérios
para provar que uma dada sucessao nao converge uniformemente. Por exem-
plo, a sucessao (h,) indicada na Observagao 2.3 nao converge uniformemente

no intervalo [0, 1]. Tal resulta do Teorema 2.3, (ii), atendendo a que h,, sdo

fungdes continuas em [0, 1], mas / hm hp(x) dx # hm /
0

Observagao 2.5 O resultado em (iii) do teorema anterior mantém-se vélido
se substituirmos a hip6tese da convergéncia uniforme de (f,,) pela mera con-
vergéncia pontual (na verdade, basta até que exista um ponto zg € [a, b] tal

que a sucessao numérica ( fn(aso)) seja convergente).

2.2 Séries de funcgoes (em geral)

Tal como nas sucessoes numeéricas, a convergencia de uma série de fungoes
define-se a partir da convergéncia da sucessao das somas parciais. Sendo esta
uma sucessao de fungoes, naturalmente havera que distinguir também para

as séries entre a convergéncia pontual e a convergéncia uniforme .

2.2.1 Convergéncia pontual e convergéncia uniforme

Definigao 2.4 (convergéncia pontual e convergéncia uniforme)
Sejam f, : D CR—R e

Sn(x) = filx) + fa(x)+ -+ fulx), mneN, zeD.

Diz-se que a série > - | f, converge pontualmente (resp., uniforme-
mente) em D se a sucessao (S,) das somas parciais convergir pontualmente
(resp., uniformemente) em D. Em caso de convergéncia, a fungao S limite
da sucessio (S,) designa-se por soma da série e escreve-se Y .~ fn = S.
Nesse caso, também se diz que a série Y~ | f, converge (pontual ou unifor-

memente) para S.

Observagao 2.6 A convergéncia pontual de Y °, f, corresponde & con-

vergéncia da série numérica >~ f,(z) para cada z. Assim, tal como no
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caso particular das séries de poténcias, podemos, naturalmente, definir o

dominio de convergéncia da séric >~ f, como sendo o conjunto dos

pontos x para os quais a série numérica y | f,(x) é convergente.

Exemplo 2.4 Considere-se a série Y -, ne™™" (de fungoes definidas em R).

Como

n—o0

) - 0 se x>0
lim ne =
400 se x <0,

a série diverge se © € R;. Para € R™ a série converge (basta aplicar o

Critério da Raiz). Assim, o dominio de convergéncia da série é R™.

Uma vez que a convergéncia de uma série estd diretamente relacionada
com a convergencia da respetiva sucessao das somas parciais, é de esperar
que toda a discussao anterior sobre as propriedades da convergéncia uniforme

das sucessoes de fungoes se coloque agora ao nivel das séries de funcgoes.

Teorema 2.5 (Propriedades da convergéncia uniforme)
Seja Y7, fn uma série de fungoes continuas em [a,b]. Suponha-se que

> | [n converge uniformemente em [a,b] com soma S. Entdo:
(i) A soma S € continua em |a,b);

(ii) A soma S € integrdvel em [a,b] e

/:S(x)dx:/abgfn(x)dx:g/:fn(x)dx

[integracdo termo a termo).

(iil) Adicionalmente, se cada f, € de classe C* em [a,b] € > 7, f} converge

uniformemente em [a,b], entdo S é diferencidvel neste intervalo e

S0 = (@) =3 1) v el

[derivagao termo a termo).
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Observacao 2.7 No seguimento da Observacao 2.5, importa notar que a

derivagao termo a termo indicada em (iii) mantém-se valida se substituirmos

[e.e]

a hipdtese da convergéncia uniforme da série >,

> fu(zo) para algum zq € [a, b].

fn pela convergencia de

Exemplo 2.5 A série

e 2
Z ﬁ (de fungdes continuas em R)
x n

n=0

converge para a fungao descontinua

1+2% se 2#0

0 se =0

fz) =

(observe-se que se trata de uma série geométrica para cada = # 0). Conse-

quentemente, a convergéncia da série nao é uniforme.

Como podemos constatar, a convergéncia uniforme permite preservar cer-
tas propriedades importantes como sao a integracao e a derivagao termo a
termo. Contudo, provar a convergéncia uniforme de uma série de funcoes por
definicao torna-se, em geral, complicado devido a dificuldade em lidar com as
somas parciais. O resultado seguinte, bastante 1til na pratica, fornece uma

condicao suficiente para a convergéncia uniforme.

Teorema 2.6 (Critério de Weierstrass)
Sejam (f,) uma sucessio de funcoes definidas em D e Yy | a, uma série

numérica convergente de termos nao negativos, tais que
|fu(®)] <a,, VneN, VzreDl.
Entao a série Y .~ | f, converge uniformemente em D.

Exemplo 2.6 Como Y »7 | = e > % s@o séries numéricas convergentes

(e de termos nao negativos) e

1 1
‘M‘g , ‘ <. VneN, VrelR,
n

n? 4+ 2

n3 n3
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sen nx) ,
entao as séries E e E s convergem ambas uniformemente
“n

em R. Por outro lado a serle das derivadas da primeira série é também

uniformemente convergente [Justifique!]. ASSlm podemos derivar e integrar,

sen(nx) 1
respetivamente, as fungoes soma das séries E ———e E —— (mesmo
. n3 nT+T
e —

n
desconhecendo tais fungoes), derivando e integrando termo a termo. Por
exemplo,
oo ! o0 o
Z sen(nx) Z sen(nz) Z cos(nx)
n3
n=1 n=1 n=1

(e 9]

! 1 d_°° b ge) — 1 1
; ;m ZE—Z ; m X ——;Earctgﬁ

n=1

o0

Exemplo 2.7 J4 sabemos que a série Z z™ é (pontualmente) convergente
n=0
m | — 1,1[. Usando o Critério de Weierstrass, podemos agora garantir que

esta série converge uniformemente em qualquer intervalo [—r, 7| C] — 1, 1].
De facto,
2" =lz[* <",  VneN, Vzel[-rr]

e > o2 r™ é uma série numérica de termos nao negativos convergente [Porqué?].

2.2.2 Séries de poténcias (revisitado)

Recorde-se que uma série de poténcias é uma série de func¢oes da forma

Z an(z —c)"

onde c € R, a, € R (n € Ny). A determinagao do dominio de convergéncia
destas séries foi amplamente discutida no capitulo anterior. Em particular,
ja sabemos que este dominio é sempre um intervalo de nimeros reais. Assim,
nada haverd a acrescentar em relacao a convergéncia pontual destas séries.
Em relacdo a convergéncia uniforme vale o seguinte resultado (recordar, a

propdésito, a situagdo ocorrida no Exemplo 2.7), o qual se pode provar a
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partir do Critério de Weierstrass, observando que toda a série de poténcias

converge absolutamente no intervalo de convergeéncia.

Teorema 2.7 Seja Y - an(x — ¢)" uma série de poténcias com raio de
convergéncia R # 0. FEntao a série converge uniformemente em qualquer

subintervalo fechado e limitado do seu intervalo de convergéncia |c— R, c+ R].

Uma vez que o dominio de convergéncia de uma série de poténcias pode
conter os extremos do intervalo de convergéncia, faz sentido pensar na con-

vergéncia uniforme em intervalos (fechados) que contenham tais pontos.

Teorema 2.8 (Teorema de Abel)
Seja Y 07 an(x — ¢)" uma série de poténcias com raio de convergéncia R €
R*. Se a série converge no ponto x = ¢+ R (resp., no ponto x = ¢ — R),

entdo ela converge uniformemente em [c,c + R| (resp., em [c — R, c]).

(x+2)"
5"y/n + 1

no capitulo anterior) é [—7,3[. Pelo Teorema de Abel, a série converge uni-

Exemplo 2.8 O dominio de convergéncia da série Z (estudada
n=0

formemente nos intervalos da forma [—7,b], com —7 < b < 3.

Dada uma série de poténcias >~ a,(z — ¢)" com raio de convergéncia

R # 0, prova-se sem grande dificuldade que as séries de poténcias

Znan(:ﬁ —o)" = Z(n + Dayt1(z — )" (2.1)
nz; " : | (z —c)"*! (2.2)

tém igualmente raio de convergéncia R [Verifique!]. Repare-se que a série
(2.1) é a série das derivadas da série de poténcias Y a,(xz —c)", enquanto
que (2.2) é a série obtida por primitivagdo dos seus termos (tomando as
primitivas que se anulam em c).

Atendendo as propriedades da convergéncia uniforme, aos Teoremas 2.7
e 2.8 e ao facto de uma série de poténcias ser sempre uma série de funcoes

continuas, ¢ possivel estabelecer os seguintes resultados:
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Teorema 2.9 Sejam Y a,(x — ¢)" uma série de poténcias com raio de

convergéncia R # 0, I =|]c — R,c + R| o seu intervalo de convergéncia e
flz) =320 yan(x —c)". Entdo:

(i) A funcao f € continua em todo o dominio (de convergéncia da série).

(ii) A fungdo f € diferencidvel em I e

:Znan(m—c)”_l, Vo e 1.

(i) A funcao F, definida por

:OO n _ \n+l
2 et

¢ a primitiva de f em I tal que F(c) = 0.

(iv) A funcdo f € integrdvel em qualquer subintervalo [a,b] do dominio de

convergencia e

/abf(x)dx:/ab(z%(x—c )dx_Z/ (z — ¢)"dx.

n=0

Observe-se que o teorema anterior garante, em particular, que a fungao
soma de uma série de poténcias admite derivadas finitas de qualquer ordem
no intervalo de convergéncia. De facto, considere-se

e}

flz) = Zan(x—c)” =ag+ a1 (x —c)+ag(r — ) +az(x —c)* + - -

comz € [ =|c— R, c+ R][ (supondo R # 0). Derivando sucessivamente termo

a termo em [ (usando o Teorema 2.9, (ii)), temos

—Znan (x—¢)" " = a1+ 2as(x — ¢) + 3az(z — ¢)* + dag(x — c)® + - --
n=1

:Zn (n—1)an(z — )2 =2ay +3-2a3(x —c) +4-3as(x — ) +- -
n=2
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) (z) = i n(n—1)--- (n—k+Da,(r—c)" % = Klag+(k+1)lagi (2 —c)+ -

para qualquer k£ € N. Em particular, tomando = = ¢, obtemos
f®(c) = klay, VkeN,.

Teorema 2.10 (Unicidade de representagao em série de poténcias)
Se

o0

f(x):Zan(x—c)”, rel=lc—R,c+R[ (R#0),

n=0

entao f possui derivadas finitas de qualquer ordem em I e

F™(e)

n!

a, = ., para todon € Ny.

Observagao 2.8 A partir do Teorema 2.10 concluimos que para que uma
fungao f possa ser representada por uma série de poténcias de z — ¢ (com
raio de convergéncia positivo), entdo f terd que admitir derivadas finitas
de todas as ordens numa vizinhanca do ponto ¢ e a nica série de poténcias
candidata a convergir para f (nessa vizinhanca) é a sua série de Taylor (nesse
ponto). Em particular, fica agora claro que as séries de poténcias obtidas no
inicio da Seccao 4.3 (do capitulo anterior) a partir da série geométrica sao

precisamente as séries de Taylor das fungoes representadas.

Exemplo 2.9 Uma vez que

L —ix", —-l<zx<l,
n=0

1—x

temos

o0

1 1 ! - n—1 n
(1_x>2:<1_$>:;nx :Z(n+1)m, -l<z <l

n=0

Além disso, atendendo ao que foi referido na Observacao 2.8, conclui-se
(o]

também que Z(n + 1)2" é a série de MacLaurin da fungao

1
)2
o (1—2)
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Exemplo 2.10 No seguimento do exemplo anterior, se F' denotar a primi-

tiva da fungao f(x) = T om | = 1, 1], que se anula na origem, entao
—x

e n+1
Z —l<zx<l
n:0
Observe-se que
z x O pntl
F =—In(l—2z) = —dt t"dt = t"dt =
@)=~ = [ 1 /z 2;/0 S
pelo que
1 o0 Q:n—‘,-l 0 "
| = = — -l<xr<l
T2 gn—i—l nzln’ o

numa série de

Acabamos de obter uma representagao da funcao In 1
poténcias centrada na origem (que é, de facto, a sua série de MacLaurin,

atendendo a unicidade de representacao).

Exemplo 2.11 A partir do Exemplo 2.10, obtemos o desenvolvimento em

série de Taylor da funcao logaritmo natural no ponto ¢ = 1:

(=1)"
n+1

1 1
Inz = ($—1)—§($—1)2+§(3§—1)3—- co (z—1)""4o. ) O<z <2

Neste caso, é possivel provar que a igualdade mantém-se valida para x = 2.
De facto, como a série é (simplesmente) convergente neste ponto, o Teorema
de Abel garante que a série de poténcias converge uniformemente em [1,2] e
portanto, a funcao soma S é continua neste intervalo. Assim,

S(2) = lim S(z)= lim Inz =1n2.

T2~ T2~

Provou-se entao

— ()" (=
; - = HZ:O o In2

(recorde-se que esta informacao foi avangada como mera curiosidade no inicio

do estudo das séries numéricas).
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Exemplo 2.12 Recorde-se o desenvolvimento em série de MacLaurin da

o1 .
funcao :

1

l—l—xQ:1—$2+x4--.+(_1)”x2”—|—---, -l<z<l

Por primitivacao termo a termo, estabelece-se o desenvolvimento em série de
MacLaurin da fungao arctg:

1 1 —=1)"
arctgx:x—§x3+5x5+~"+%x2"+1+-~, -l<z<1

[Verifique!]. Neste caso é possivel provar que a igualdade permanece vélida
nos extremos do intervalo (de convergéncia). De facto, como a série é (sim-
plesmente) convergente nos pontos & = F1, o Teorema de Abel garante que
a série de poténcias converge uniformemente em [—1, 1] e, portanto, a fungao

soma S é continua neste intervalo. Por exemplo, no ponto x = 1 temos:

S(1) = lim S(z) = lim arctge = %

r—1— r—1—

Logo

SIS Y V.
f -1 o+l 4

(acabamos de verificar a informac¢do dada no inicio do estudo das séries

numéricas sobre a série de Gregory).

Observacao 2.9 Ja sabemos que

. =z 2

6:;H:1+x+§+”" r e R.
Derivando ambos os membros, temos
= z" / = na" ! A = "
(ex)/:<;m) :; o :;—(n—l)!zgmzex’ Ve € R,

como era esperado. Ja vimos também que

o0 2201 o0 220
senx = Z(—l)”m e cosT = Z(—l)”(2n)!, r eR.

n=0
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Derivando termo a termo, obtemos

(cosa) s 1) 21 oo _ 2t e R
cosx) = E 1) = E — —————— = —senz z € R.
o (2n-1! <~ (2n +1)! ’

Analogamente também se obteria

0 2n
(senz)’ = Z(—l)" (326 T cosz, VreR.
n)!
n=0

Recorrendo as séries confirmamos as bem conhecidas relagoes de derivagao

entre as fungoes seno e co-seno.

2.3 Séries (trigonométricas) de Fourier

J& vimos que as séries de poténcias (de Taylor) permitem representar
muitas fungoes (em intervalos apropriados). No entanto, apenas as fungoes
infinitamente diferenciaveis (i.e., admitindo derivadas de todas as ordens)
podem ser representadas por este meio. Nesta seccao vamos discutir a pos-
sibilidade de representar fungoes “pouco regulares” (mesmo descontinuas)

através de séries de funcoes trigonométricas® da forma

o0

[a,, cos(nwz) + bysen(nwz)] = ag + Z [a,, cos(nwz) + bysen(nwz)]

n=1

WE

i
)

n

onde w > 0 e ay,,b, € R, para todo n € Ny. Repare-se que uma tal série

convergira absoluta e uniformemente em R sempre que as séries numéricas

50 uso de séries trigonométricas é muito frequente, por exemplo, no processamento de

sinais. Um sinal periédico (e continuo) f(t) pode escrever-se na forma

oo

fit)y= Z [an cos(nwt) 4 bysen(nwt)],

n=0

sendo os coeficientes a,, e b, bem determinados a partir do sinal f(t). Sendo T o perfodo
do sinal, a quantidade w = 2% é representa a sua frequéncia (angular). Neste tipo de
aplicagoes, a ideia é decompor um sinal numa “soma” de sinais bdsicos (i.e., de senos e

COSSeNos).
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Yo jan ey - b, forem absolutamente convergentes (tal resulta, essencial-
mente, das propriedades das séries e do Critério de Weierstrass) [Verifique!].

Por exemplo, é o caso da série

71 (=1)"
— cos(nwx) + sen(nwx) | .
> [ cos(w) + =sen(ns)

Observe-se também que, no caso daquela série trigonométrica convergir, a
sua fungao soma é necessariamente uma funcao periddica de periodo T = 2w—”
Recorde-se, a propédsito, que uma funcao f : R — R diz-se periddica se
existir 7" > 0 tal que f(z + T) = f(z) para todo z € R. Referimo-nos
ao periodo de f como sendo o menor valor de T que verifica a igualdade

anterior. Por exemplo, as funcoes seno e co-seno habituais tém periodo 2.

Observacao 2.10 Para indicar que uma funcao f é periddica de periodo T,

podemos referir simplesmente que f é T'-periddica.

Observacao 2.11 Toda a funcao T-periédica f : R — R pode ser “con-

vertida” numa funcao 2m-periddica F' : R — R da forma

De facto, para todo x € R, temos

F(z +27) = f(%(ﬁzw)) - f(%x—IrT) — f(%x) = F(a).

Atendendo a observagao anterior, no estudo que se segue vamos considerar
apenas fungoes 2m-periddicas.
2.3.1 Série e coeficientes de Fourier

Seja f : R — R uma funcao 2r-periddica tal que

f(z) =ao+ Z la,, cos(nz) + b, sen(nz)], =z €R. (2.3)

n=1
Se esta série trigonométrica convergir uniformemente, podemos verificar que

as quantidades a, e b, sdo completamente determinadas pela fungao f (a
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semelhanga do que se passa com a série de Taylor - ver Teorema 2.10):
Integrando (2.3) no intervalo [—m, 7| (notar que a integragao termo a termo

é possivel nas hipéteses indicadas), obtemos

w f(x)dx = 2mrag + i [an/ cos(nz) dx + bn/
o n=1

™ ™

sen(nz) dm} = 27ay,

—Tr —Tr

pois
/ cos(nz)de =0 e / sen(nz)dr =0, VneN.

—T —T

Assim,
1 ™
ag = —/ f(z)dx. (2.4)
2m ) .

Podemos também estabelecer férmulas para os restantes a,, e b,,, observando,

para tal, as “relacoes de ortogonalidade”®

o / sen(maz)cos(nz)dr =0, m,n eN;

—T

T 0
o / sen(ma) sen(nx) de = { ; m#n
—T ™, MmMm=n

T 0
. / cos(mx) cos(nx) do = {  m#En
—r T, m=n.

Multiplicando ambos os membros de (2.3) por cos(mz) (m € N) e integrando

de seguida no intervalo [—7, 7] chegamos a férmula
1 ™
Ay = —/ f(z)cos(mz)de, m=1,2,3,... (2.5)
™ —T

Se multiplicarmos ambos os membros de (2.3) por sen(mz) (m € N), uma

repeticao dos argumentos anteriores permite concluir que

6As quais se estabelecem imediatamente a partir das férmulas trigonométricas
2 cos(mz) cos(nx) = cos[(m + n)xz] 4 cos[(m — n)x];

2sen(ma) sen(nx) = cos[(m — n)z] — cos[(m + n)x];

2sen(mz) cos(nx) = sen[(m + n)z| + sen[(m — n)x].
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= %/_: f(z)sen(mzx)dxr, m=1,2,3,... (2.6)

Se a série (2.3) convergir uniformemente, entdo a sua fungdo soma ¢é
necessariamente (periédica e) continua [Porqué?]. Contudo, observando as
férmulas (2.5) e (2.6), vemos que aqueles coeficientes podem ser construidos
para uma vasta classe de fungoes. Ora, enquanto que a periodicidade estard
sempre presente devido as caracteristicas intrinsecas do seno e do cosseno,
veremos que a continuidade nao é essencial para a construgao da série (tal

como observado anteriormente).

Defini¢ao 2.11 (Série de Fourier)
Seja f: R — R uma fungao 2w-periddica e integrdvel em [—m, 7|. Chama-se

série de Fourier’ associada a funcdo f (ou da funcdio f) a série

% + Z [a,, cos(nz) + by, sen(nz)], (2.7)

n=1

onde a,, (n € Ny) e b, (n € N) sao dados pelas formulas

/ f(x)cos(nz)dx e b, = 1 /7r f(z)sen(nzx) dx.
T™J-n

Assim definidos, a, e b, sao os coeficientes de Fourier da funcdo f.

Para exprimir que a série (2.7) estd associada a fungao f escrevemos

f(z) ~ % + Z la, cos(nz) + by, sen(nz)).

"As ideias conducentes a este conceito aparecem na obra “Théorie analytique de la
chaleur” escrita pelo matemadtico e fisico francés Jean B. J. Fourier em 1822. No entanto,
a aplicagao de séries trigonométricas a descrigao de fendmenos periddicos ja teria sido
discutida antes no Séc. XVIII por Euler (no movimento de cordas vibratérias). Apds a
publicacao do trabalho de Fourier, grandes matematicos do Séc. XIX, como Dirichlet e
Riemann, tiveram um papel fundamental no rigor dos resultados apresentados por Fourier.
A série de Fourier é apenas uma das ferramentas usadas na chamada Andlise de Fourier,
uma interessante area da Matemdtica com importantes aplicagoes na Fisica, na prépria
Matematica e no processamento de sinais e de imagens, por exemplo. Existem outras
formas de apresentar as séries de Fourier. Uma das mais usadas é a chamada forma

compleza, onde se usam “exponenciais complexas” em vez de senos e cossenos.
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Observagao 2.12 O aparecimento de % na série (2.7) em vez de ay (como
seria de esperar, depois da discussao anterior) justifica-se apenas por questoes
técnicas. De facto, ao escrevermos desta maneira, o coeficiente ay em (2.7)

pode ser igualmente obtido a partir da férmula (2.5) (tomando m = 0).

Observagao 2.13 Atendendo a periodicidade da funcao f (e das fungoes
cos(nz) e sen (nx)), os coeficientes de Fourier no intervalo [—, 7| coincidem
com os coeficientes obtidos em qualquer intervalo de amplitude 27, i.e., da

forma [a,a + 27| com a € R. De facto,

/a ' f(z) cos(mx) dr = _ﬁ f(z) cos(mx) du;

/;*2“ f(z)sen(mz) do = /_ :: () sen(mz) da.

Observacao 2.14 A semelhanca do que acontece com as séries de Taylor, a
série de Fourier nem sempre é convergente e mesmo quando converge a sua
soma (que serd sempre uma funcdo 2m-periédica) pode nao coincidir com a

funcao que lhe deu origem.

Observacao 2.15 As séries de Fourier permitem lidar com funcoes mera-
mente integraveis, ao contrario das séries de Taylor onde é exigido que as
fungoes sejam infinitamente diferenciaveis. Como as primeiras funcionam
sob hipdéteses menos restritivas, é natural que levantem problemas de con-

vergéncia mais delicados do que as segundas.

Nalguns casos, o calculo dos coeficientes de Fourier podera ser facilitado
se recordarmos alguns resultados que relacionam a paridade® de uma funcao

com o valor do seu integral em intervalos simétricos, nomeadamente:

Se f:[—m,m] = R € impar, entdo / f(z)dx =0;

8Uma fungao f : [~a,a] — R diz-se impar (resp., par) se f(—x) = —f(z) (resp.,
f(~z) = f(z)) para todo x € [—a,a]. E fcil de verificar que o produto de duas funcoes
com a mesma paridade é uma funcao par, enquanto que o produto de duas fungoes com

paridades distintas é uma funcao impar.
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Se f:[—m,m] = R € par, entdo /7r flx)de = Z/Kf(x)cm
-7 0

Exemplo 2.13 Seja f a funcao 2w-periddica definida em [—m, 7] por f(z) =

|z|. Os coeficientes de Fourier sao

s , n=20
b,=0 (neN) e a,=2 0 , npar
—W% , n impar.
A série de Fourier de f é
T 4 4 cos(3x) 4 cos(bx)
—_—— — COS'I —_——_——— — e — s e .
2 S T 52

e podemos escrever (justifique a igualdade)

o0

4cos (2n — 1)z T 4 cos[(2n — 1) ]
Jw) ~ +Z[ 7 2n—1) } 5_%2 2n—12
Exemplo 2.14 Considere-se a fungao 27-periédica g dada por

(2) 0, 7<z<0
€T) =
g ™, 0<zx<m.

Neste caso, os coeficientes de Fourier sao dados por

2 ’

= pimpar
a=m, a,=0 (VneN) e b,=¢" P

0 ., npar.

A série de Fourier de g fica entao

2 2
g +2senx + 3 sen(3z) + R sen(bz) +

e pOdGHlOS escrever

+22n sen[(2n — 1)z], =z €R.
n=1
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Atendendo a periodicidade das fungoes que estamos a considerar, é sufi-
ciente conhecer o seu comportamento em intervalos de amplitude 27 (tipi-
camente em [—m, 7). Alids, muitas vezes, conhecemos a fung¢ao apenas num
certo intervalo com essa amplitude, sendo importante “estendé-la”, de forma
periddica, a todo o R. Observe-se que toda a funcao definida num intervalo
da forma [a,a + 27[ (a € R) pode ser estendida de modo tunico a R, por
forma a obter-se uma funcao 2m-periddica. O mesmo é valido para funcoes

inicialmente definidas num intervalo da forma |a, a + 27].

Exemplo 2.15 A figura seguinte representa graficamente a extensao 27-
periédica da funcao f, definida em [—m, 7[ por f(z) = z.

y
31

21

=4

=211

-3

Observagao 2.16 Como uma fun¢ao f definida em [—m, 7[ (ou em | — 7, 7])
admite uma unica extensao 2m-periddica consideramos a série de Fourier de

f (também integrével) como sendo a série de Fourier dessa sua extensao, a
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qual podemos continuar a chamar f para simplificar a escrita. No caso de
f estar definida em [—m, 7], a sua série de Fourier sera a série de Fourier
das restri¢des f|_r [ ou flj—rx (a escolha é indiferente, pois as respetivas

extensoes periddicas tém ambas a mesma série de Fourier).

Embora na construcao da série de Fourier aparecam combinacgoes de senos
e cossenos em geral, o facto é que nas séries indicadas nos Exemplos 2.13 e
2.14 apenas aparecem funcoes de um destes tipos. No Exemplo 2.13 tal deve-
se a paridade da funcao envolvida (note-se que f é par). De facto, recordando
a influéncia da paridade de uma funcao no cédlculo de integrais em intervalos

simétricos (em relagao a origem), verifica-se o seguinte:

e Se f:[—m, m] — R épar, asua série de Fourier é uma série de cossenos,

f(z) ~ % + Z ay, cos(nx),
n=1

onde
2 s
a, = —/ f(z)cos(nz)dx , n € N,.
T Jo
e Se f: [—m, ] — R é impar, a sua série de Fourier é uma série de senos,
oo
f(z) ~ Z b, sen(nzx),
n=1
onde

2 ™
b, = —/ f(z)sen(nx)dz , mn€N.
T Jo

Em certas situacoes praticas podera ser til o facto da série de Fourier de
uma func¢ao conter apenas senos ou cossenos. Por exemplo, na resolucao de
certas equacoes diferenciais necessitamos por vezes de “estender” ao intervalo
[—7, 7] uma fungao inicialmente definida apenas em [0, 7], por forma a tirar-
se partido da simetria.

Depois da discussao anterior, fica claro que se obtera uma série de senos ou

uma série de cossenos para uma fungao integravel f : [0, 7] — R, consoante
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se considera, respetivamente, a série de Fourier da extensdo impar (f;) ou a

série de Fourier da eztensdo par (f,) de f. Notar que

filz) = —=f(—-x), se x¢€|-m0

fp(x) = f(—x), se x€[-m0
(eventualmente redefinindo f na origem no caso da extensao impar, embora

tal seja irrelevante para o que se pretende).

2.3.2 Convergéncia da série de Fourier

Sabendo ja como construir a série de Fourier de um funcao (nas condigoes
indicadas), importa agora averiguar se essa série converge e, em caso afirma-
tivo, se a sua soma coincide com a funcao que lhe deu origem.

Comecemos por observar o que se passa com a série de Fourier da funcao

g do Exemplo 2.14. Seja S a sua fungao soma:

o

S(z) = 5 + Z % sen((2n — 1)x).

n=1

O ponto z = 0 pertence ao dominio de convergéncia da série. Contudo,

S(0) = 5 # = = g(0).

pelo que a série de Fourier nem sempre converge para a propria funcao. Antes
de esclarecermos esta questao da convergéncia importa registar o conceito de
funcdo seccionalmente continua . Dentro da classe de tais funcoes interessa-
nos distinguir aquelas cuja derivada é igualmente uma funcao seccionalmente

continua. Uma tal funcao diz-se seccionalmente diferenciavel.

9Uma funcdo f diz-se seccionalmente continua em [a,b] se existir uma particio
{agp,a1,...,a,} (n € N) de [a,b] tal que f é continua em cada subintervalo aberto |a;_1, a;]
(j =1,...,n) e existirem e forem finitos os limites laterais

f(ajtl) = lim f(z) e f(a;) = lim f(x).

i _
z—a; z—a;

A funcdo f dir-se-4 seccionalmente continua em R se for seccionalmente continua em

todo o intervalo [a,b] de R. Note-se que uma funcdo seccionalmente continua em [a, b]
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Teorema 2.12 (Teorema de Dirichlet)
Sejam f : R — R wma funcao 2m-periodica e seccionalmente diferencidvel

(em R) e ¢ € R. Entdo a série de Fourier de f converge no ponto ¢ para
f(e) + f(e)

5 (a média dos limites laterais de f no ponto c).

Observacao 2.17 Nas condicoes do teorema anterior, a série de Fourier de

f converge (pontualmente) para a fungao

fEh)+fT)

2 Y

S(2) f(z) , se x ¢é ponto de continuidade de f;
€Tr) =
se x nao é ponto de continuidade de f.

Repare-se que a funcao S é sempre uma fungao 2w-periédica, pelo que bastara

conhecer S num intervalo de amplitude 27.

Exemplo 2.16 Seja f(z) = |z|, * € [—m, 7], 2m-periddica (a funcao do
Exemplo 2.13). Como f é seccionalmente diferenciavel, a sua série de Fourier

é convergente em R. Além disso, como f é continua, temos

T cos[(2n — 1)z]
= ———E R
f(l‘) 2 n—l Y ZEG Y

mostrando, neste caso, que podemos substituir o simbolo “~” pela igualdade.
Neste caso, a convergéncia ¢ mesmo uniforme [Porqué?].
Na figura abaixo estao representadas a funcao f (a vermelho) e as duas pri-

meiras aproximagoes (i.e., as somas parciais) S e Sa:

Si(x) = g — —cosz (a preto)
4 4
So(z) = g — —cosy — ;COS?)(—Q?)I) (a verde)

pode, eventualmente, nao estar definida num conjunto finito de pontos deste intervalo.
Importa registar que toda a func¢do continua é seccionalmente continua. Além disso,
qualquer func@o seccionalmente continua num intervalo [a,b] é integrdvel (& Riemann)

nesse intervalo.
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3m

2w

-3m -2m - 0 ™ 2m 3m

-2m

Exemplo 2.17 A func¢ao 27-periddica

g(r) =

0, 7<z<0
™, 0<zx<m,

(do Exemplo 2.14) é seccionalmente diferencidvel, logo a respetiva série de

Fourier é convergente em R. Seja

=~ 2
S(x) = g+22n_1sen[(2n—1)x], r eR.

n=1
Observe-se que S coincide com g em R\ {k7, k € Z} visto que g é continua

neste conjunto. Nos pontos da forma ¢ = km, temos

T , k=0,F2,F4,...
0 , k=F1,F3,F5,...

_ 0 , k=0,F2,F4,...
glc™) =
T , k=7F1,F3,F5,...
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Assim,
5 , r=kr (k€Z),

S(x) = {
g(x) , z#kr (keZ).
Na figura abaixo estao representadas a fun¢ao g (a vermelho) no intervalo
[—3m, 37|, bem como as trés primeiras aproximagoes (somas parciais) da série
de Fourier:

Si(z) = g +2senx (a preto)
2
So(z) = g +2senz + 3 sen(3z) (a azul)

2 2
S3(z) = g +2senx + 3 sen(3z) + R sen(hz) (a verde).

Tmi21y

5m/2

2m

3m/2

-3mn/2

2.3.3 Aplicagao ao calculo da soma de séries numéricas

As séries de Fourier permitem calcular com relativa facilidade a soma de
algumas séries numéricas (cujo estudo se torna inviavel através das somas

parciais). Por exemplo, vamos determinar a soma das séries de Euler que
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haviam sido indicadas (como curiosidade) no inicio do capitulo das séries
numeéricas.

Ja sabemos que

|z| = x € [—m, 7]

T 4= cos[(2n — 1)a]
5_%2 (2n—1)2

(rever o Exemplo 2.16). Em particular, para x = 0 temos

T 1
0=r_2N\"__ +
2 ﬂ;@n—l)?’

logo
2

ZQn—l 8

1
Seja agora s = Z — (ja se sabe que esta série converge). Como
n

n=1
1+1+1+ S 1+1+1+ 7r2
J— J— J— e e — — e J— J—
22 42 62 4 32 52 87
entao
2
S+7T
s=—-—+ —
4 8
e, portanto,
=1 w2
s = — = —.
n? 6
n=1

Podemos também (re)calcular a soma da série de Gregory (cf. Exemplo

2.12). Uma vez que

[e.9]

m 2
B —1—2 51 sen[(2n — 1)z] = {

n=

, v=0,m

NI

, O<a <

(recordar o Exemplo 2.17), tomando z = 7 obtemos

—|— Z 2n — sen [(2n — 1)m/2].

Como sen[(2n — 1)7/2] = (—=1)"*, concluimos que

n+1
1

; 277,—
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3 Extremos de Funcoes Reais de Varias Variaveis

Reais

(ver conjunto de slides em separado).
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4 Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs)

4.1 Introducao

Neste capitulo vamos tratar de um dos topicos da Matematica mais usados
na resolugao de certos problemas de engenharia e de ciéncias (incluindo as
ciéncias sociais). Existem muitos problemas que, quando formulados em
termos matematicos, requerem a determinacao de uma funcao que satisfaca
uma dada relagdo (ou equagdo) envolvendo uma ou mais derivadas dessa
func@o desconhecida (e, eventualmente, a prépria fungao, bem como alguns
dados iniciais). Indicamos a seguir alguns problemas de diferentes areas
cuja modelagao matematica conduz a este tipo de equagoes (ditas “equagoes

diferenciais”).

e A taxa de variacao da temperatura de um objecto é proporcional a
diferenca entre a sua temperatura e a temperatura do meio ambiente
(Lei do Arrefecimento de Newton):

dr

— =—k(T -1, 4.1

= k(T = T,) (11)
onde T é a temperatura do objecto (em fungao do tempo t), T,, é a

temperatura do meio ambiente e k£ ¢ uma constante positiva.

e Um objecto de massa m é colocado na extremidade de uma mola verti-
cal. Esta é esticada (ou comprimida) x unidades a partir da sua posigao
(inicial) de equilibrio. A Lei de Hooke diz que a forga (eldstica) exer-
cida pela mola é proporcional ao seu deslocamento x = z(t). Por outro
lado, como a forga é igual a massa vezes a aceleracdo (sequnda Lei
de Newton), se ignorarmos forgas externas (como a resisténcia do ar,
por exemplo), entdo o movimento harménico da mola é modelado pela

equacao
d*x
m —
dt?

= —kzx (4.2)

onde k > 0 (constante de mola).
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e Em modelos de crescimento populacionais (simplificados) é razoavel
assumir-se que a taxa de crescimento relativo de uma populagao P
permanece constante no tempo (pelo menos em periodos curtos),

1dP
Pdt

ou seja, a populagao cresce (pelo menos inicialmente) de forma propor-

ko (k>0),

cional ao seu tamanho:

dP
dt

Esta equacao modela o chamado crescimento exponencial: se Py deno-

kP. (4.3)

tar o tamanho inicial, entao
P(t) = Pyer. (4.4)

No entanto, devido a varios fatores, em geral uma populacao nao de-
vera crescer exponencialmente de forma continuada ao longo do tempo.
Sera, portanto, mais razoavel admitir que a taxa de crescimento diminui
quando P aumenta, tornando-se mesmo negativa quando P ultrapassa
a chamada “capacidade de suporte” (K). Um dos modelos de cres-
cimento habitualmente considerado é o chamado modelo logistico, no
qual a populacao cresce até um certo limite e tende a estabilizar a partir
desse valor. Tal modelo é traduzido pela equagao diferencial (logistica)

‘z—f N <1 - %) | (4.5)

Neste caso, a lei de crescimento é dada por

K
t>0

P(t) = 1 + Ce_kt 7 iy ) (46)

K-—Py
Py

tirmos técnicas de resolucao para este tipo de equagoes.

com C' = , facto que sera confirmado mais adiante quando discu-
A figura abaixo ajuda a interpretar este modelo. Repare-se, em parti-
cular, que as funcoes constantes P = 0 e P = K satisfazem a equagao
(4.5) [Porquée?]. Isto traduz o facto expectavel de a populagdo per-

manecer inalterada se ela for nula ou entao estiver na capacidade de
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suporte. Em todo o caso podemos observar que a populagao tende a

aproximar-se naturalmente do valor K.

P

P=K -

e 7

e 7
~ -
e
-
- e
,///
/ P=0

e No investimento de um dado montante inicial My, com uma taxa de
juro anual 7 (por cento), passados ¢ anos o montante serd My(1 +
r)t. No entanto, podemos pensar em juros compostos considerando n
periodos durante o ano. Uma vez que a taxa em cada periodo é =, o
montante no final de nt perfodos (em ¢ anos) serd My (1 + %)nt Apés
t anos, o montante depende do niimero n de periodos em que os juros
sao compostos. Na verdade, esse montante aumenta a medida que se
consideram juros com composi¢ao anual (n = 1), semestral (n = 2),
mensal (n = 12), etc.

[Simule com um investimento inicial de 100 euros a 3 anosl].

TL/’I’ rt
1 rt
14+ — = Mye™.
n/r

Observe-se que

nt
lim M, <1+1> — lim M,
n

n—+400o n—-4o0o
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Assim, com uma composicao continua de juros a uma taxa r, passados

t anos o montante M é dado por
M(t) = Mye™. (4.7)

Este processo de cédlculo de juros é modelado pela equacao

dM

— =7rM(t 4.8
traduzindo o facto de a taxa de aumento do investimento ser propor-
cional ao préprio investimento, perante uma composicao continua de

juros.

e Em certas reacgoes quimicas dois reagentes A e B formam um certo

composto C' (A + B — (), com uma taxa de reagdo proporcional

d[C
ao produto das concentracoes de A e de B, i.e., % = k[A][B]. A
concentracao do composto C' pode ser modelada através da equacgao
d
= = kla—y)b-y) (4.9)

onde « é constante, y = [C] e a e b representam as concentragoes iniciais

de A e B, respetivamente.

e Uma das equagoes bésicas usadas em circuitos elétricos é

dI
L=+ RI = E(1) (4.10)

(lei de Kirchhoff) onde L e R sdo constantes (representando a in-
dutancia e a resisténcia, respetivamente), I(t¢) a intensidade da corrente

(no tempo t) e E(t) a voltagem.
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4.2 Definicoes e terminologia

Definigao 4.1 (equagao diferencial ordindria)
Chama-se equagdo diferencial ordindria'® (EDO) de ordem n (n € N),

a uma equacao do tipo

Flz,yy.y",...,y"™) =0 (4.11)

onde y € fungdo (real) de x.
Diz-se que uma EDO estd na forma normal quando aparece explicitada em

relacao a derivada de maior ordem, i.e.,

y™ = f(z,y,9,y", ..., y" V). (4.12)

Observagao 4.1 Na EDO (4.11), = é a varidvel independente, enquanto
que y é a variavel dependente (y = y(z)). A ordem de uma EDO é a maior
ordem da derivada da funcdo desconhecida. Como é habitual, y™ denota a
derivada de ordem n da funcao y. Em alternativa, podemos usar a notagao
2 ¢ (re)escrever a EDO (4.11) na forma
2 n

F(x,y,j—i,%,...,%) =0. (4.13)
Como vamos estudar apenas equacoes diferenciais com uma tnica variavel
independente, daqui para diante iremos omitir o termo “ordinaria” para sim-

plificar a escrita.

Exemplo 4.1 Asequagoes diferenciais (4.1), (4.3), (4.5), (4.8), (4.9) e (4.10)

sao todas de primeira ordem. A equacao diferencial
(y/)? +y = senx

¢ igualmente de primeira ordem (z é a varidvel independente e y é a variavel

dependente).

10A designacdo “ordindria” serve para distinguir estas equacdes das chamadas equacdes
diferenciais com “derivadas parciais”, onde a varidvel dependente é funcao de duas ou mais
variaveis independentes. Os alunos que vao frequentar Célculo III terdo oportunidade de

estudar alguns tipos destas equagoes.
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Exemplo 4.2 As equagoes diferenciais (4.2) e
y"—y'+w3—1=0

sao ambas de segunda ordem. Repare-se nos diferentes papéis desempenha-

dos pela variavel x nas duas equacoes!

Defini¢ao 4.2 (solugao de uma EDO)
Chama-se solugao da equacao diferencial (4.11), num intervalo I'', a

toda a fungao ¢ : I — R com derivadas finitas até a ordem n e tal que

F(z,0(x), ¢ (), ¢"(2),....,¢"(x)) =0, Vzel.

Exemplo 4.3 As fungoes p1(z) = senz e pa(x) = cosx — senz sao duas

solugoes (em R) da equagao diferencial 3" + y = 0.

Observacao 4.2 No Exemplo 4.3 temos duas solugoes explicitas da equacao
indicada. No entanto, em geral, uma EDO podera ter solucoes na forma
implicita. E o caso da relacao ye! = z, a qual define implicitamente!? uma

solucao da equacao diferencial

y’(l—lng>:g, x> 0.
T T

Resolver (ou integrar) uma equacao diferencial significa determinar o con-
junto das suas solucoes. Usando conhecimentos de integracao de Calculo 1
podemos determinar as solucoes de algumas equacoes diferenciais simples,

como ¢ caso da equagao (escrita na forma normal)

y' = f(z)

'Na pratica, muitas vezes nao fazemos referéncia ao intervalo onde estamos a considerar

a equagao, desde que tal nao seja realmente usado e dai nao surjam ambiguidades.
12F possivel mostrar que ye¥ = x define, de facto, y como fungao de = para x,y > 0 e
que tal funcdo y = y(x) é mesmo diferencidvel. Os alunos que irdo frequentar Célculo III

terao oportunidade de estudar fungoes definidas implicitamente.
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(supondo f continua). O conjunto de solugdes desta equagao, num intervalo

I, é a familia de todas as primitivas da funcao f nesse intervalo:

y:/f($)dx=G(x)+C, xel,

onde G denota uma primitiva de f e C representa uma constante real ar-

bitraria. Em geral, as equagoes diferenciais da forma

y" = f(x)

resolvem-se através de n integragoes sucessivas. Este processo conduz, natu-
ralmente, a uma familia de solucoes envolvendo n constantes reais arbitrarias
(em numero igual a ordem da equagao).

Em geral, resolver (ou integrar) uma equagao diferencial de ordem n con-
siste em determinar uma familia de solugoes que dependa de n parametros
reais arbitrarios. A uma tal familia, obtida através de técnicas de integragao
adequadas, chamamos #ntegral geral da equacao diferencial. Dado um in-
tegral geral, uma sua solu¢c@o particular (ou integral particular) é uma
solugao que se obtém do primeiro por concretizacao dos parametros. Po-
derao, no entanto, existir solugoes que nao se conseguem obter desta forma.
Uma tal solu¢do designa-se por solug¢do singular (em relagao ao integral
geral considerado). Ao conjunto de todas as solugbes de uma equagao dife-

rencial chamamos solugcao geral.
Exemplo 4.4 A solugao geral da EDO de segunda ordem
yv'+r=0, z€eR,

é dada por

3:3

y:_g+clx+02, com Cl,CQER.
Exemplo 4.5 Considere-se agora a equacao diferencial (em R)

y — 2y = 0. (4.14)
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Se ¢ ¢ solugao da equagio, entao a fungao 1 (z) = ¢(x)e ** tem derivada
nula (verifique!). Portanto, ¢ é constante (em R) e, por conseguinte, ¢ é da
forma ¢(x) = C'e*® (com C constante). Reciprocamente, verificamos que as
fungoes do tipo C'e** (novamente com C' constante) constituem solugoes da

EDO dada. Assim, a solugao geral da equagao (4.14) é
y=Ce*, C eR.

Do ponto de vista geométrico, o integral geral representa uma familia de

“curvas integrais”:

C=0 ‘ x

Observacao 4.3 Note-se que a técnica de resolucao discutida no Exem-
plo 4.5 pode ser aplicada mais geralmente a equacoes diferenciais da forma
v = ky (com k constante), sendo a sua solugao geral dada por y = Ce*®,
onde C' é uma constante real arbitraria. Em particular, fica agora claro o
porqué de (4.4) e (4.7) constituirem as solugoes das equagoes (4.3) e (4.8),

respetivamente (sujeitas as respetivas condigoes P(0) = Py e M(0) = My).
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Exemplo 4.6 A equagao diferencial (4.2) pode ser escrita na forma:
2"(t) + w?z(t) = 0, w? =k/m.
Mais tarde veremos que qualquer solucao desta equacao é do tipo
z(t) = Cy sen(wt) + Cy cos(wt), com C,CyeR.

Atendendo ao contexto do problema, o aparecimento das fungoes seno e cos-
seno na solucao geral da equagao nao é surpreendente, uma vez que a mola

tem um comportamento oscilatério em torno do seu ponto de equilibrio.

Mais adiante vamos ver como determinar um integral geral (ou mesmo a
solugao geral) de alguns tipos de equagoes diferenciais. Nao iremos aprofun-

dar o estudo de solucoes singulares'®.

Exemplo 4.7 Considere-se a EDO de primeira ordem (em R)

(y')* — 4y = 0.

Um integral geral desta equacio ¢ dado por y = (z + C)?, onde C' é uma
constante real arbitraria.

2

A funcao definida por y = z* é uma solucao particular daquela equagao,

enquanto que y = 0 é uma solugao singular. [Porqué?|

Exemplo 4.8 As familias de fungées y = x + C ey = —x + C (C € R)
constituem dois integrais gerais para a EDO de primeira ordem (y')* = 1.
Repare-se que cada solugao particular de um é uma solucao singular relati-

vamente ao outro. [Verifique!]

Em muitas aplicagoes mais importante do que determinar um integral
geral para a equacao diferencial envolvida é encontrar a(s) solu¢ao(oes) par-

ticular(es) que satisfaz(em) determinadas condigdes previamente fixadas.

13Do ponto de vista geométrico, uma tal solucdo poderd corresponder a uma curva
tangente a todas as curvas do integral geral (veja-se o caso da curva y = 0 no Exemplo
4.7).
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Definicao 4.3 (Problema de valores iniciais)

Chama-se problema de valores iniciais (PVI) (ou problema de Cau-
chy) a todo o problema que consiste em encontrar a solugdo (ou solugoes) de
uma dada equagao diferencial satisfazendo certas condigées (ditas condigies

iniciais) num mesmo ponto:

{ F(z,y,9/,9",...,y™) =0

/ 1) (4.15)
y(zo) =y, ¥'(xo)=w1, .., y" (x0) = Yn-1.

Assim, resolver um PVI to tipo (4.15) significa determinar a(s) solugao(oes)
da equagao diferencial de ordem n envolvida que satisfaz(em) as n condigoes

iniciais no ponto xy (notar que yo, y1, - - ., Yn—1 Sa0 numeros reais dados).

Definigao 4.4 (Problema de valores na fronteira)

Chama-se problema de wvalores na fronteira (ou simplesmente pro-
blema de fronteira) a todo o problema que consista em encontrar a solu¢ao
(ou solugdes) de uma dada equagao diferencial satisfazendo condigoes em dois

ou mais pontos.

Exemplo 4.9 No seguimento do Exemplo 4.4, a solugao do PVI

y'+x=0
y(0) =1
y'(0)=0
23
¢y = 5 + 1 [Verifique!].
O problema de fronteira
y'+2=0
y(0) +y/ (1) =~
y(1) +¢'(0) =0

tem também uma unica solu¢ao [Determine-a!]. Repare-se que neste 1ltimo
problema as condigoes de fronteira dizem respeito aos pontos r =0e xz =1

(os quais constituem efetivamente a fronteira do intervalo [0, 1]).
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Exemplo 4.10 Retomando o Exemplo 4.7 vemos que y = 22 e y = 0 sdo

duas solugoes do problema de Cauchy

(V) —4y=0

y(0) =0
Exemplo 4.11 O PVI

Y[+ [yl =0

y(0) =1

nao tem solugao, uma vez que a equagao diferencial |y/| + |y| = 0 tem apenas

a solucao y = 0.

Os exemplos anteriores sugerem, por um lado, que nem todo o PVI admite
solucao e, por outro, que a existir solucao esta podera nao ser unica. Do
ponto de vista de aplicagoes, ¢ importante conhecer condi¢oes que garantam
a existéncia e unicidade de solucao. E possivel provar que um problema de

Cauchy de primeira ordem na forma normal, i.e., do tipo

{ y/:f@j?y)

y(wo) = Yo

(com g, yo dados) admite uma e uma sé solucao (definida num intervalo cen-
trado em ), desde que a fungao f seja suficientemente “regular”!. Apesar
da existéncia de um tal resultado (de natureza local) para fungdes f “gerais”,
iremos apenas detalhar o caso em que a equacao envolvida é “linear”. Vol-
taremos a esta questao mais adiante quando tratarmos especificamente este
tipo de equacoes.

Um dos objetivos principais deste capitulo ¢ apresentar métodos de re-

solucao que permitem obter a solucao analitica'® de alguns tipos de equacoes

14 Este resultado é conhecido pelo Teorema de Cauchy-Picard e pressupde que a funcio

f seja continua num conjunto aberto D C R? e satisfaca a condicdo

|f(x,y1) = f(z,y2)| < M |y1 — v

onde M > 0 é uma constante independente de (z,y1), (z,y2) € D.
15Em alguns casos a procura de solucdes poders ser feita do ponto de vista geométrico

através de “campos de inclinagoes”. Para resolver uma equacao da forma y' = f(z,vy),
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diferenciais. Como ja tivemos oportunidade de referir dedicaremos também

uma atencao especial a resolucao de alguns problemas de Cauchy.

4.3 Equacgoes diferenciais de primeira ordem

Nesta seccao vamos discutir equacoes diferenciais do tipo

y = f(z,y) (4.16)

onde f : D C R? =+ R. O caso mais simples ocorre quando o lado direito
da equagao depende apenas de = (i.e., f(z,y) = g(x)), visto que, como ja
vimos, nesse caso a equacao resolve-se facilmente por primitivacao da funcao
g. Vejamos como lidar com algumas situagoes em que a fungao f nao depende

exclusivamente da variavel independente x.

4.3.1 EDOs de variaveis separaveis

Uma equacao diferencial de primeira ordem diz-se de varidveis separdveis

se puder escrever-se na forma (4.16) com

f(ar,y) = 3

para algumas fungoes p e ¢ que dependem apenas de z e de y, respetivamente

(com ¢(y) # 0). Assim, uma tal equagao escreve-se sempre na forma

q(y)y = p(x) (4.17)

podemos tentar identificar segmentos de recta cuja inclinagao nos pontos de coordenadas
(z,y) é o valor (conhecido) f(x,y). Este processo, baseado na interpretacao geométrica do
conceito de derivada, permite construir um campo de direc¢ées no plano, a partir do qual
se observa o comportamento das curvas que correspondem as solugoes procuradas. Em
certos casos, quando os argumentos analiticos ou geométricos nao resolvem o problema,
a procura de solugao faz-se através de métodos numéricos adequados, onde a ideia geral
é considerar aproximacgoes sucessivas. No entanto, neste texto apenas vamos discutir

métodos de resolugao analiticos.
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(podendo dizer-se, neste caso, de varidveis separadas), ou ainda, na forma
diferencial'®
q(y) dy = p(z) dz.

Em geral, as fungoes p e ¢ assumem-se continuas nos respetivos intervalos.

Exemplo 4.12 As equagoes diferenciais (4.1), (4.3), (4.5), (4.8) e (4.9) s@o

todas de varidveis separdveis. [Verifique!]

A técnica de resolugdo da equacdo (4.17) passa por tirar partido da
propria separagao de varidaveis. De facto, se P e () forem primitivas de p

e ¢, respetivamente, e a relagao
Q(y) = P(x)+ C  (C é uma constante real) (4.18)

definir implicitamente y = ¢(z) num certo intervalo!”, entao ¢ é solugao da
equagao (4.17). Para verificar isto, basta derivar ambos os membros de (4.18)
em ordem a x, usando para tal a regra de derivacao da fungao composta.

Reciprocamente, se ¢ for solu¢ao da equagao (4.17), entao

Primitivando ambos os membros (em relagao a x) obtemos
Q(e(z)) =P(x)+C, com C €R,

o que mostra que ¢ é definida (implicitamente) por (4.18). Resumindo, a
resolucao da equagao diferencial (4.17) passa pela primitivagao de ambos os

seus membros.

Exemplo 4.13 A equacdo 3y = y* é de varidveis separéveis, pois podemos

escrevé-la na forma

1, 1
—y =1 ou — dy = dx y # 0).
y? y? ( )

161sto decorre do facto do diferencial de uma fungao y = ¢(z) ser dado por dy = ¢’ () dx.
170 que é o caso quando q(y) # 0.
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Primitivando ambos os membros,
1
/ E dy = / 1dx,

1
——=x+C,
)

obtemos

8

onde C' é uma constante real arbitraria'®. Neste caso, o integral geral da

equacao dada pode escrever-se na forma explicita:

1
= — ) CeR, —C.
Vy=-70 T 7
Observe-se que a funcdo nula y = 0 é também solucdo da EDO y' = 77,

apesar de nao estar contida no integral geral.

Exemplo 4.14 Para integrar a equacao diferencial

, 62>

v 2y + cosy

podemos escrevé-la na forma equivalente
(2y + cosy) dy = 62° du.
Por integragao de ambos os membros obtemos
y? +seny = 22° + C, C eR,

0 que representa o integral geral da equagao (na forma implicita).
No conjunto de curvas definidas por esta familia, podemos identificar aquela

que passa no ponto de coordenadas (1,7):
™ +sent =210+ C & C =7 —2.
Assim, a solucao do PVI

(2y + cosy) y = 62
y(1) ==

18Poderiamos ter usado constantes diferentes em cada um dos lados da igualdade, di-

gamos Cp do lado esquerdo e Cy do lado direito. Porém, estas seriam “agrupadas” numa

Unica constante (arbitraria) C' tomando C' = C; — Cs.
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é dada (implicitamente) por
v +seny = 22° + 7% — 2.

Exemplo 4.15 Consideremos o seguinte problema de aplicagao da chamada

Lei do Arrefecimento de Newton (cf. Seccao 4.1):

Uma esfera de cobre é aquecida a uma temperatura de 100°C. A esfera é entdo
colocada num recipiente com dgua em que esta é mantida a uma temperatura
constante de 30°C. Determine a forma como varia a temperatura (7") da esfera

ao longo do tempo (t).

Recordando a equacao (4.1), temos neste caso T, = 30. Como a temperatura
no instante inicial é de 100°C, a resoluc¢ao do problema anterior passa pela

resolucao do problema de Cauchy

T
o~ M=) (4.19)
7(0) = 100

onde a constante (de arrefecimento) & > 0 pode ser determinada a partir
dos dados fornecidos. Ora, a equacao diferencial envolvida é de varidveis
separaveis, visto ser equivalente a equagao
dr
T —30
Por integragao de ambos os membros obtemos o integral geral

= —kdt, T30

T = Ce* 430,

onde C' é uma constante real ndo nula [Verifique!]. Repare-se, no entanto, que
a funcao constante 7" = 30, inicialmente excluida, ¢ igualmente solugao da
equagao diferencial em (4.19) e poderd obter-se do integral geral considerando
C=0.
Usando a condigao inicial 7'(0) = 100, chegamos a solugao (particular) do
problema

T=70e™+30, t>0.

Observe-se que a constante de arrefecimento k poderia ser calculada a partir
de informacao adicional. Por exemplo, se a temperatura da esfera fosse de

70°C ao fim de 3 minutos, o seu valor seria k = % In(1) ~ 0, 1865.
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4.3.2 EDOs homogéneas

A equagao diferencial (4.16) diz-se homogénea se f for uma fun¢do ho-

mogénea de grau zero', i.e.

fAz, Ay) = f(z,y), V(r,y)e D, VAeR, taisque (Ax,\y)e D.

Neste caso temos f(x,y) = f(1l,y/z) (x # 0) [Porqué?], pelo que uma

equagao homogénea pode sempre escrever-se na forma

Y =g(y/z) (4.20)

em que g ¢ uma funcao de uma variavel apenas. Por sua vez, esta equagao
pode ser reduzida a uma equacao de variaveis separaveis através de uma
mudanca de variavel adequada. De facto, efetuando a substituicao de variavel

(dependente) y = zx, a equagao (4.20) fica na forma
2t = g(2),

a qual é uma equagao de variaveis separaveis em x e z [Porqué?]. Para deter-
minar um integral geral desta tultima equacao usamos a técnica de resolucao
discutida anteriormente para este tipo de equacoes. Um integral geral da
equacao homogénea inicial obtém-se entao a partir deste tltimo tendo em

conta a substitui¢ao inversa z = y/x.

Exemplo 4.16 Vamos resolver a equacio x> dy = (2 + xy + y*) dv. Esta
pode escrever-se na forma

2 2 2
VLA LU )
T

=1+2+
2 x

logo a equacao diferencial dada é homogénea. Através da substituicao y = zz,
obtemos a equacao de varidveis separaveis
1
/
z =
1+ 22

1
x’

9Uma funcdo real f definida num subconjunto D C R? é homogénea de grau m > 0 se

f()\l’, )‘y) =" f(l', y)

para todos (z,y) € D e A € R tais que (Az, \y) € D.
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que admite o integral geral
arctgz =In|z|+C, CeR. [Verifique!]
Por conseguinte, um integral geral da equacao homogénea dada tem a forma
arctg%:lnm—i—(;’, ie. y=uztg(lnlz|+C), CeR.

Observagao 4.4 As equacoes diferenciais da forma

b
y, — a1 xr + 1Y + : (421)
asx + bay + ¢

em que h é uma funcao de uma variavel real e ay, as, by, by sdo constantes
reais, transformam-se em equagoes ja conhecidas através de uma mudanca

de varidvel(eis) adequada(s):

e se ajby — axb; = 0, entao a equacao ja é de varidveis separaveis, ou
entao uma das substitugoes z = a1x + b1y ou z = asx + byy converte-a

numa equagcao desse tipo;

e se ajby—agb; # 0, entao existem constantes a e 3 tais que a substituicao

de variaveis dada pela translacao
r=ut+a e y=z+p

transforma a equagao (4.21) numa equagao homogénea nas varidveis u
(independente) e z (dependente), dai dizer-se, neste caso, que (4.21) é

uma EDO redutivel a uma equagdo homogénea. O par («, ) é a solugao

do sistema?®

aa+bf+c=0
a204+b2ﬁ+02:0.
r+y+4

Sugestao: Como aplicacao resolva a equacao diferencial 3y = 5
PUSERLAl T —y—

2Trata-se de um sistema possfvel e determinado (uma vez que aijby — aghy #
0), o qual pode ser resolvido pelo método de substituigdo (j4 conhecido do Ensino
Bésico/Secunddrio), ou entéo através da chamada regra de Cramer (conhecida pelos alu-

nos que frequentaram ALGA).
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4.3.3 EDOs exatas

Sejam M (z,y) e N(z,y) continuas nalgum aberto D C R% A equagio
M(z,y) + N(z,y)y' =0
ou, equivalentemente,
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0, (4.22)

diz-se diferencial exata (em D) se existir uma fungao F'(z,y) de classe C*
(em D) cujo diferencial total é exatamente a expressao do primeiro membro
de (4.22), ou seja,

dF(x,y) = M(z,y)dx + N(z,y) dy.

Tal equivale a afirmar que
oF

_OF o N oF

ox Jy

E possivel mostrar que qualquer solucio y = o(z) da EDO (4.22) verifica a
relacao F'(x, p(z)) = C (com C constante) e que, reciprocamente, se y = ¢(z)
for definida (implicitamente) por F(z,y) = C, entao ¢ é solugao de (4.22).
Assim, resolver uma EDO exata significa encontrar uma fungao F(x,y) (nas

condigoes indicadas) e indicar o conjunto de solugdes da EDO na forma
F(z,y)=C, Ce€R.
Exemplo 4.17 A equagao
yidr + 2zydy = 0

é uma equagao diferencial exata (em R?). De facto, considerando a fungao
F(x,y) = zy?, temos

oF 9 oF

—(z,y) = e —(z,y) = 2x ara todo (z,y) € R2

5 () =Y %(y) y p (z,y)

As solucoes da equacao dada sao definidas por zy? = C, onde C € R.
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Exemplo 4.18 A equagao
(Bzy +y*) do + (2% + zy) dy = 0
nao é uma equacao diferencial exata [Porqué?].

Existe um critério que permite verificar com facilidade se uma EDO es-
crita na forma (4.22) é (ou nao) exata. Se o aberto D for simplesmente

1

conexo ' e as fungoes M e N forem de classe C' em D, a equagao (4.22) é

diferencial exata se e sO se

OM, . ON

a_y(x7y) - %(ﬂf,y), V(.T,y) €D.

Exemplo 4.19 A equagao
(y + 2ze¥) dx + (z%e¥ + v — 2y) dy = 0

é uma equagao diferencial exata (em R?), pois

0 0
—_— Yy = y— 2eY —
ay(y—|—2az:e) 1+ 2ze a$(me +z—2y).

Vamos determinar F(z,y) tal que
dF = (y + 2ze¥) dx + (2%e¥ + z — 2y) dy.

OF
o —=yt2e’ = Fla,y)=yr+a’e +o(y);

F 0
8—y:x26y—|—x—2y — 8—y[yx+x26y+gb(y)} = 2% + 1 — 2.

Da tltima igualdade resulta que ¢/(y) = —2y, pelo que ¢(y) = —y* +k
com k € R.

Portanto, as solucoes da equacao sao dadas por

yr +2%e? —y* =C, CeR.

21Geometricamente podemos pensar que um tal aberto D C R? nao tem “buracos”. Por
exemplo, tanto o préprio R? como qualquer circulo aberto sdo simplesmente conexos, mas

uma coroa circular j4 nao possui esta propriedade.
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Existem certas fungoes auxiliares que permitem transformar uma dada
EDO nao exata numa equacao desse tipo. Chama-se fator integrante da
equagao M (z,y)dx+ N(z,y) dy = 0 a toda a func¢do u(x,y) ndo nula tal que
a equagao

pw(z,y) M(z,y) de + p(z,y) N(z,y)dy =0

¢ diferencial exata.
Exemplo 4.20 A equagao
3y + 4ay? + (2r + 3yx?) y =0

nao ¢ diferencial exata. Um fator integrante para esta EDO é u(z,y) = ya?
[Verifiquel].

O fator u devera verificar

OM ONY  Ou o
“<a—y %)—Nax M5y

(supondo novamente que as fungoes envolvidas sao de classe C'). Assim,
obter um fator integrante u(x,y) pode ser, em geral, bastante complicado.
No entanto, a determinacao de um tal fator é facilitada quando ele depende

apenas de uma das variaveis:

e Se
oM 9N

% =:g(x) (dependente apenas de z),

podemos tomar 2 = () (i.e., com p a depender apenas de x) e escrever
Y

0
wu(x) g(x) = p'(x). Daqui resulta que

p(x) = el 9@z

e Se
OM AN

% =: h(y) (dependente apenas de y),

podemos tomar %% =0 (i.e., com p a depender apenas de y) e escrever
w(y) h(y) = —1/(y). Daqui resulta que

uly) =l o,
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Exercicio: Mostre que 2cosydr — senydy = 0 nao é uma equagao di-
ferencial exata, mas que é possivel integra-la recorrendo a fatores integran-
tes que s6 dependem de uma das variaveis. Verifique, em particular, que

pi(x) =2x e us(y) = Colsy sao dois exemplos de tais fatores.

4.3.4 EDOs lineares (de primeira ordem)

Um dos tipos de equagoes diferenciais mais importantes sao as chamadas

equacoes lineares®?, as quais se podem escrever na forma

ao(z)y' + ar(x)y = b(z) (4.23)

onde ayg, a1, b sao fungoes definidas num certo intervalo I, com ag(z) # 0 para
todo z € I. Quando b é a fungao nula (em 7), a equagao (4.23) diz-se incom-
pleta ou homogénea (ndo confundir com o conceito de equagdo homogénea
anteriormente tratado; aqui a designacao “homogénea” tem um significado
diferente). Dividindo ambos os membros por ag(z), podemos também escre-

ver a equagao linear na forma
Y+ pla)y = qz). (4.24)

Exemplo 4.21 Das equagoes consideradas na Introdugao sao equacoes li-
neares de primeira ordem as equagoes (4.1), (4.3), (4.8) e (4.10). Destas,
sao homogéneas a segunda e a terceira (a primeira também o serd quando
T» = 0). Como iremos ver mais tarde, a equacao (4.2) é igualmente linear,
mas de segunda ordem. Nao sdo lineares as equagoes diferenciais (4.5) e
(4.9). [Porqué?]

Na préxima seccao discutiremos a construcao da solucao geral de equagoes
lineares de qualquer ordem (incluindo, é claro, as equagoes do tipo (4.23)).
Neste momento, vamos discutir uma técnica de resolucao para equagoes de

primeira ordem.

220ptou-se neste momento por discutir apenas as equacdes de primeira ordem. No en-

tanto, iremos detalhar posteriormente o estudo das equacoes lineares de ordem arbitréria.
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A ideia é multiplicar ambos os membros da equagao (4.24) por uma funcao
1 adequada por forma a que o primeiro membro, depois de multiplicado por

p(x), corresponda a derivada do produto p(z)y, ou seja,

@)y +p(x) y] = [px)y]'. (4.25)

Se for possivel encontrar uma tal funcao p, a equagao (4.24) converte-se na
equacao

(u(x)y) = p(x) q(x),

a qual se resolve por primitivagao direta do lado direito:

)y = / () g(z) de.

Importa entao saber como determinar uma tal funcao p (dita fator inte-

grante). Ora, simplificando (4.25), obtemos

@)y +p(@)ple)y = W)y + )y & ple)p)y =)y,

o que significa que o factor u(xr) que procuramos é solu¢do da equacdo de

variaveis separaveis

em que um integral geral é dado por
p=Ce’@® — CeR

onde P representa uma primitiva da funcao p [Verifique!]. Em geral, podemos

tomar C' = 1 e escolher o fator integrante u(x) = ¢”®). Resumindo,

Para resolver a equagdo diferencial (4.24) basta determinar uma pri-

mitiva P da fungdo p, multiplicar ambos os membros pelo fator

P(*) & integrar de seguida em ordem a z.

integrante u(x) =e
Exemplo 4.22 Considere-se a EDO linear 3/ — y = —e”. Neste caso te-

xT

mos p(z) = —1 e g(xr) = —e*. Uma primitiva da fungao constante igual
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a —1 é P(r) = —x. Assim, um fator integrante é dado por u(x) = e .

Multiplicando ambos os membros da equacao por e~ obtemos

e %y —e"y=—1, ouseja, . (e"y) = —1.

Integrando vem
ezy:/(—l)da::—erC, C eR.
Assim, a solugao geral da equacao linear dada é
y=(C—-x)e*, CeR.

Observacao 4.5 Argumentos baseados em fatores integrantes ja foram usa-

dos no ambito das equacgoes diferenciais exatas.

Recuperando os comentarios do final da Seccao 4.2 sobre a resolucao
de problemas de Cauchy de primeira ordem, apresentamos agora o seguinte

resultado para o caso de equacoes lineares:

Teorema 4.5 (existéncia e unicidade de solugao global)

Se p e q sao funcoes continuas num intervalo I, entao o problema de Cauchy

{ Y +p(r)y = q(z)

y(wo) = Yo

tem nesse intervalo uma e uma sé solucao.

Pela sua importancia em aplicagoes (e nao s6) os resultados deste tipo

sao dos mais importantes na teoria das equacoes diferenciais.

Exemplo 4.23 O problema (4.19) é um problema de Cauchy de primeira
ordem envolvendo uma equacao linear nas variaveis 7" e t (com p(t) = k e
q(t) = 30k). Pelo Teorema 4.5 temos a garantia que o problema nao tem
outras solugdes (em I = [0, +00)) para além daquela ja calculada, nomeada-
mente a solugao

T(t) =70e" +30, t>0.
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4.3.5 Equacgoes de Bernoulli

Uma equacdo diferencial de Bernoulli®® é uma equacao diferencial da

forma

y +a(z)y =blz)y* (4.26)

em que a € R. A equagdo (4.26) é linear se « = 0 ou a = 1 [Porquée?|.

Para outros valores de a a equagao nao é linear (nem de varidveis separdveis,
em geral). Nestes casos, uma mudanga de varidvel (dependente) adequada
transforma a equacao de Bernoulli numa equacao linear. De facto, a equacao

(4.26) pode escrever-se na forma

y Y +alz)y' ™ =b(z)

(eventualmente com y # 0, apesar de a fungao nula ser solu¢do da equagao
inicial quando o > 0). Com a substitui¢ao z = y'~ temos 2’ = (1—a)y~*y’.

Usando esta informacao na equacao anterior chegamos a equagao
24+ (1 —-a)a(z)z=(1-a)bx),
a qual é uma EDO linear de primeira ordem nas variaveis z e x.
Exemplo 4.24 A equacao diferencial
y+y=c"y’

¢ uma equacao de Bernoulli (com a = 2). A substituigdo z = 1/y (y # 0)

converte esta equacao na equacao diferencial linear
Z —z=—e
cuja solugao geral foi ja determinada no Exemplo 4.22. Assim,

z=(C—-2x)e*, CeR,

ZEm homenagem ao matemético James Bernoulli (1654-1705) que estudou este tipo de

equagao. No entanto, deve-se a Leibniz o método de resolucao apresentado neste texto.
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pelo que um integral geral da equacao de Bernoulli é dado (na forma explicita)

por

—T

e
C—a’
onde C' é uma constante real arbitraria. Repare-se que a funcao nula y = 0

y:

(inicialmente excluida) é uma solucao singular da equagao. [Porqué?]

Observagao 4.6 A equagao logistica (4.5) é também uma equagao de Ber-
noulli**. Usando o método de resolucao discutido acima, podemos confirmar

que o seu integral geral é, de facto, dado por (4.6).

4.3.6 Aplicagao ao estudo de trajetérias ortogonais

Considere-se uma familia de curvas planas admitindo reta tangente em
cada ponto (zg,yo) com declive f(xg, o). Supondo que por cada um destes
pontos passa uma unica curva e que, localmente, esta representa graficamente
uma fungdo y = ¢(z), entao tal familia de curvas corresponde ao integral
geral da equacao diferencial ¥’ = f(zr,y). Uma trajetéria ortogonal®
dessa familia é uma curva que interseta ortogonalmente todas as suas curvas.
. Por conseguinte, a familia das

1
flzy)

Na pratica, para determinar as trajetérias ortogonais de uma familia de

Assim, o seu declive é dado por —

f (o, y0)

trajetérias ortogonais é dada pelo integral geral da equacao y' = —

curvas podemos proceder do seguinte modo:
(1) determina-se a equacao diferencial associada a familia dada;
(2) escreve-se a equagao diferencial das trajetérias ortogonais [y ~ —1/y/[;

(3) integra-se a equagao obtida no ponto anterior.

24Para além de modelos populacionais, as equaces de Bernoulli aparecem também em
. _ d
certos problemas de mecanica de fluidos. E o caso das equagoes da forma W _ \y + oy,

dt
onde \ e o sdo constantes.

25Estas trajetérias aparecem, por exemplo, na construcao de mapas meteoroldgicos.
Podem surgir também em certos problemas de campos elétricos ou magnéticos (em que as
linhas de forga sdo ortogonais as linhas equipotenciais) e em problemas de aerodindmica

envolvendo linhas de fluxo.
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Exemplo 4.25 Vamos determinar as trajetérias ortogonais da familia das
curvas dadas por y = kax (k constante), i.e., das retas nao verticais que
passam pela origem. Derivando em ordem a x obtemos 3’ = k. Usando esta

informacao na primeira igualdade podemos “eliminar” a constante e escrever

y
y=yz & y=- (2#0)

que é a equacao associada a familia daquelas retas. A equacao diferencial

das trajetorias ortogonais sera entao
y=— (y#0). [Porqué?] (4.27)

Trata-se de uma equacao de variaveis separaveis que pode ser escrita na forma

(de varidveis separadas) yy' = —z. Por integragio imediata obtemos
2 2
Y x
=T 40,
9 5 + C1
ou ainda,

4y’ =C, C=2C, €R" (notar que (z,y) # (0,0)),

pelo que as trajetorias ortogonais correspondem a circunferéncias centradas

na origem (ver figura abaixo).

NE x
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4.4 Equacoes lineares de ordem arbitraria

Uma equagao diferencial linear de ordem n (n € N) é uma equagao da

forma

ao(2) y™ + ay(z) y™ Y 4+ - b a1 (2) Y + an(z)y = b(2) (4.28)

onde ag,ay,...,a,,b sao fungoes (continuas) num certo intervalo I, com
ao(z) # 0 para todo = € I. As fungoes a; (j = 0,1,...n) dizem-se os
coeficientes da equagdo. Se todos os coeficientes da equagao (4.28) forem
fungdes constantes (em [), entao a equagao diz-se de coeficientes constantes.
Mantendo a terminologia anteriormente usada para as equagoes de primeira
ordem, a equagao (4.28) dir-se-a incompleta (ou homogénea) quando b é a
func@o nula (em 7); caso contréario a equagao linear diz-se completa (ou nao

homogénea).

Exemplo 4.26 Sao lineares as equagoes diferenciais:

T 0
o — xr =
dat?
(EDO linear homogénea de segunda ordem com coeficientes constan-
tes).

o "y —coszy=u

(EDO linear completa de primeira ordem).

o y® 42/ =0
(EDO linear homogénea de quinta ordem com coeficientes constantes).
Podemos dizer que esta é a equagao homogénea associada, por exemplo,

a equacao completa y(5) + 2y = 2.
Note-se, por exemplo, que a EDO yy” + 3z y’ = €* nao ¢ linear. [Porqué?|

O resultado dado pelo Teorema 4.5 é igualmente valido para equacoes

lineares de ordem superior. De facto, vale o seguinte resultado geral:
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Teorema 4.6 (existéncia e unicidade de solugao global)
Se ag,ai,...,a,,b sao fungoes continuas num intervalo I, ag(z) # 0 para
todo x € I e xg € I, entao, nesse intervalo, existe uma e uma 6 solugao

para o problema de Cauchy

{ ap(2) Y™ + a1 (2) Y™V + -+ + 4,1 (2) Y + an(2) y = b(x)
y(zo) = Bo, Y'(w0)=B1, ..., y" V(xg) = By

(onde By, b1, ..., Bn1 sGo nimeros reais dados).

Exemplo 4.27 O problema de Cauchy

" +x=0
z(0) =2, 2/(0)=2

tem uma unica solu¢ao em qualquer intervalo contendo a origem [Justifique!].

Na Seccao 4.3 tivemos oportunidade de discutir um método de resolugao
(baseado em fatores integrantes) para equagoes lineares de primeira ordem.
O objectivo principal desta seccao é mostrar como se constréi a solugao ge-
ral (i.e., a familia de todas as solug¢oes) de uma equagio linear de ordem
arbitraria.

Nao ¢é dificil mostrar que:

(1) Dadas duas solugées da equagdao (4.28), a sua diferenca é solug¢io da

equacao homogénea associada
ao(z) y™ + ar(x) y™V + -+ ap1 (@) Y + an(x)y = 0.

(ii) A soma de uma solugio da equagao (4.28) com uma solu¢ao da equagdo
homogénea associada é também solugcdo da equagdo (4.28).
A partir destas informacoes é possivel estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 4.7 (Solugao geral de uma EDO linear completa)
A solucao geral de uma equacao linear completa obtém-se adicionando uma

qualquer sua solugao a solucao geral da equacao homogénea associada.
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Exemplo 4.28 Considere-se a equacao diferencial (linear completa de pri-
meira ordem)

y — 2y = ™.

A equacgao homogénea associada é a equacgao 3y’ —2y = 0 e a sua solugao geral

é dada por y, = Ce**, com C € R (rever o Exemplo 4.5). Uma solucio da

1
EDO completa é y, = 3 e [Verifique!]. Pelo Teorema 4.7 concluimos que a

solucao geral da equacao completa é

1
y:C'e2:”+§e5x, C eR.

O Teorema 4.7 diz-nos que a solugao geral de uma equagao linear (com-

y:yh+yp

pleta) é entao dada por

onde:
e y, ¢ a solugao geral da equagao homogénea que lhe esta associada;
e y, ¢ uma solugao particular da equacao completa.

Vamos ver como tratar cada um destes problemas (i.e., como determinar

aqueles vy € y,).

4.4.1 Equacgoes lineares homogéneas

Ja sabemos como resolver equacoes diferenciais lineares homogéneas de
primeira ordem. De facto, uma tal equacao é sempre de variaveis separaveis,
visto ter a forma

ap(x)y +ar(x)y=0

(com ag diferente de zero no intervalo considerado). A sua solucao geral é
dada por
y=Ce 4@ [Verifique!] (4.29)

onde C' ¢é uma constante real arbitraria e A(z) denota uma primitiva da

funcao .
ag
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Exemplo 4.29 Considere-se a equacio linear %y’ + 2y = 1 no intervalo
]0,400[. A sua equagdo homogénea associada ¢é a equagao (de varidveis

separdveis) 2%y’ + xy = 0. A solucdo geral desta equacdo é dada por

1 C
y:C@ifgdm:—, CGR, x>0

T

A resolucao de uma equacao linear homogénea de ordem arbitréaria baseia-

se no seguinte resultado?:

Teorema 4.8 Toda a equacgao linear homogénea de ordem n

ag(z) Y™ + ar(2) y" TV + - 4 ap (@) Y+ an(x) y =0, (4.30)
num dado intervalo I (ag,ay,...a, continuas em I; ao(z) # 0 para todo
o x € I) admite n solugoes, ¢1,pa,...,on, linearmente independentes e

qualquer outra sua solugao, ¢, se pode escrever na forma
0 =Crp1+ -+ Cron, (4.31)
onde as constantes C; sdo determinadas (de modo dnico) por ¢.

Um conjunto de n solucoes linearmente independentes de uma equacao

linear homogénea também se designa por sistema fundamental de solugoes®”.

Em termos praticos podemos usar o seguinte resultado para provar a

independéncia linear?:

260 resultado apresentado decorre do facto (ndo trivial) do conjunto de todas as solugoes
da equacao (4.30) formar um espago vetorial de dimensdo n. Os alunos que frequentaram
ALGA recordar-se-ao do que isto significa. Observe-se que (4.31) traduz o facto de qual-
quer solugao ¢ ser combinagao linear das solugoes 1, s, ..., v,. Estas ultimas dizem-se
linearmente independentes pelo facto de nenhuma delas se conseguir escrever como com-

binagao linear das restantes.
27Sem se pretender entrar em muitos detalhes, os alunos com conhecimentos de ALGA

deverao reparar que um sistema fundamental de solugoes constitui uma base do espago

vectorial das solugbes (referido na anterior nota de rodapé).
28Em alternativa, também podemos usar um resultado que afirma que as solucoes

©1,92, -+, 0n de (4.30) em I sdo linearmente independentes se, e s6 se, o determinante

80



A. Almeida 4 EQUACQOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS (EDOS)

©1, P2, - - -, Pn Sao linearmente independentes num intervalo I

)

[Vcl, ..., Cn €ER, (V:c €1, crpi(x)+- - +eppn(x) = 0) == =C, = O}.
A este respeito refira-se que as fungoes do tipo
e cos(Br) e aFe*sen(Br) (k€ Np, a €R, 3> 0)

sao linearmente independentes em R (em particular, estdo aqui incluidas as

fungoes seno e cosseno e as fungoes do tipo de poténcia e exponencial).

Exemplo 4.30 As fungoes seno e cosseno sao solugoes da equacao linear
homogénea y” + y = 0 em R (recordar, a propésito, o Exemplo 4.3). Por
outro lado, estas fungoes sao linearmente independentes (em R) [Porqué?].
Assim, o conjunto {cosx,senx} é um sistema fundamental de solugoes da

equacao considerada. Consequentemente, a solucao geral é dada por
y=Cicosz+ Cysenzx, C1,Cy eR
(recordar também o que foi dito no ponto 4 do Exemplo 4.4).

Observacao 4.7 Pelo exposto no Exemplo 4.30 podemos observar que o

{y//+y:0
y(0) =0, y(r)=0

tem uma infinidade de solugdes no intervalo [0, 7] [Porqué?]. Isto mostra que

problema de fronteira

nao ¢ valido para problemas de valores de fronteira um resultado analogo ao

indicado no Teorema 4.6 para problemas de valores iniciais.

(dito wronskiano, em homenagem ao matemético polaco Jozef Wronski (1778-1853))

(Pl 902 San
¢l S 2
W(§017¢27"'7¢n) = . . . .
n—1 n—1 n—
A D e

for diferente de zero nesse intervalo, se, e s6 se, for diferente de zero num ponto desse

intervalo.
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Vimos que a resolugao de uma equacgao linear homogénea reduz-se afinal a
determinacao de um sistema fundamental de solugoes. Porém, nao existe um
método geral que permita obter um tal sistema para equagoes de ordem n > 1
com coeficientes arbitrarios. No entanto, como iremos ver, no caso particular
das equacoes com coeficientes constantes é possivel identificar um sistema
fundamental de solucoes através do estudo das raizes de certos polinémios.

Faremos tal estudo na proxima seccgao.

4.4.2 Método da variacao das constantes

Vamos agora apresentar um método para determinar uma solugao par-
ticular da equagao linear completa (4.28). Comecemos pelas equagoes de
primeira ordem. J& tivemos oportunidade de ver que a solugao geral da

equagao homogénea ag(z)y’ + ai(z)y = 0 é dada por

y=Ce 4@ C €R,

onde A(x) denota uma primitiva de Zégg (recorde-se (4.29) e o facto de se

supor que a fungdo ag nao se anula no intervalo considerado).

Admita-se agora que C' é uma funcao (diferenciavel) de x. Entao
yp = Cw) e
sera uma solucao da equacao completa se
ap(z) C'(x) e~ = b(x) [Verifique!]

Portanto, C'(z) obtém-se por mera primitivagao:
C(z) = /@eA(’”)dx
ao(z)
(recorde-se que aquela funcao integranda é sempre primitivavel tendo em
conta a continuidade das fungdes ao, aj, b inicialmente assumida). Tomando
uma qualquer daquelas primitivas, digamos P(z), obtemos a solu¢do parti-

cular y, = P(z) e~ 4@ pelo que a solucdo da equacdo completa é da forma
y=Ce @ L P(z)e 4@ CeR
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Como a primeira parcela do lado direito corresponde a solucao geral da
equacao homogénea, a segunda parcela serd entao uma solucao particular

da equagao completa (atendendo ao Teorema 4.7).

Exemplo 4.31 Considere-se novamente a equacao 3’ —2y = €** do Exemplo
4.28 e mostremos como obter a solucao particular ai considerada por varia¢ao
da constante. Procuremos uma solu¢io particular da forma y, = C(z) €*".

Entdo y, = C'(z) €** 4 2C(z) €**. Substituindo na equacdo dada, obtemos

e3x
C'z)=¢e* = Cx)= R
Portanto,
P
P 3 3
confirmando-se, assim, a tal solucao particular que ja havia sido indicada.
Consequentemente,
€5m
y:C€2x+?, CER,

é a solucao geral da equacao dada.

O procedimento anteriormente descrito para determinar uma solucao par-
ticular da equacao linear completa (4.28) de primeira ordem pode ser gene-
ralizado a equagoes de ordem superior.

Suponha-se conhecida a solugao geral da sua equagao homogénea associ-
ada (4.30):

yn = Cro1(z) + -+ Crpn(x),  C,...,Ch €R,

onde {p1,...,¢,} é um sistema fundamental de solugoes desta equagao.
Vamos admitir que aquelas constantes C; sao fungoes (diferencidveis) de

x (em vez de meras constantes, o que justifica o nome do método).

e Procura-se uma solucao particular da equacao completa (4.28) da forma
yp = C(x)p1(x) + - - + Cp(x) pn (). (4.32)
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e A funcao anterior serd uma solucao de (4.28) se as derivadas daquelas

fungoes C;(x) forem solugao do sistema®

{1+ + Crpn =0
1P+ G, =0
o e Gt =0
o Gt =

ago

\

(onde as primeiras (n — 1) igualdades sao escolhidas para simplificar
a expressao das sucessivas derivadas de y,(x) (até a ordem n — 1) e a
ultima é escolhida por forma a que y, seja, efetivamente, uma solugao
de (4.28)).

e Depois de resolvido o sistema anterior, obtemos as fungoes C;(x) por

integracao direta:

Cl(z) = gi(z) Ci(z) = [ gi(z) dx
: = :
Cr(x) = gn(x) Co(x) = [ gn() dz
e Tomando Gy, ..., G, primitivas das funcoes ¢y, . . ., gn, respetivamente,

substituimos na igualdade (4.32) e obtemos a solugao particular

Exemplo 4.32 Vamos resolver a equacao y” + y = cosecx, no intervalo

10, 7], pelo método da variacao das constantes.

(1) Solugao geral da equagao homogénea associada (rever Exemplo 4.30):

yn = Crcosx 4+ Cysenzx, 1,0y € R.

PTrata-se de um sistema de n equagdes com n incégnitas, nomeadamente C1, ..., C’.
Repare-se que este sistema é possivel e determinado, uma vez que o seu determinante (o

wronskiano) nao se anula no intervalo considerado em virtude da independéncia linear das

fungoes ¢1,. .., ©n.
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2) Por variacao das constantes procure-se uma solucao particular da forma
C p cao p
yp, = C1(x) cosx + Cy(x) senz,

onde
Cl(z)cosz + Ch(z)senz =0
Ci(z)(—senx) + Ci(x) cos x = cosec .
Este sistema é equivalente a
{ Cl(x) = —1

[Verifique!]
Ch(z) = cotgx

Podemos entao tomar
Ci(z)=—x e Cy(x)=In(senz), 0<z<m,
e, por conseguinte, considerar a solugao particular

Yyp = —xcosz +senx In(senx).

(3) A solugao geral da equagao dada é da forma

y = Cicosz+ Cysenz —x cosz +senx In(senz), 0<z<m,

Yn Yp
= (Cp—x)cosz+ (Cy+In(senx))senz, 0<z<m,

onde (', Cy sao constantes reais arbitrarias.

Terminamos esta seccao com um resultado que pode ser 1til em algu-
mas situacoes onde se pretende determinar uma solucao particular de uma
equacao linear completa. Trata-se de uma consequéncia imediata da lineari-
dade.

Teorema 4.9 (Principio de Sobreposigao)

Suponha-se que yy, (k =1,2) é uma solu¢ao particular da equagao
ap(z) y™ + ay(z) y" Y + - F a1 (2) Y+ an(x) y = b(z).
Entao y, = y1 + y2 € uma solugao particular da equagdao

ap(2) y™ + a1 (@) Yy 4 - F a1 (@) Y+ an(@) y = b (z) + ba().
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Exemplo 4.33 Vimos no Exemplo 4.32 que y; = —z cosz + senx In(sen x)

¢ uma solucao particular da equacao

y" +y = cosecx

no intervalo ]0,7[. Por outro lado, y, = x é uma solucao particular da
equagao

y// ty=un.
Assim,

Yp =2 —xcosT + senx In(sen )

é uma solucao particular (em |0, 7[) da equagao

y' + 1y = x + cosec .

4.5 Equacgoes lineares de coeficientes constantes
4.5.1 Solugao geral de equagoes homogéneas

Na Seccao 4.4 discutiu-se a construcao da solucao geral de uma equagao
linear com coeficientes quaisquer. Um dos problemas a resolver é a deter-
minagao da solucao geral da equagao linear homogénea associada. No caso de
equacoes de primeira ordem, a equagao homogénea é sempre uma equacao
de variaveis separaveis e, portanto, ja conhecemos a abordagem a seguir.
No caso de equacoes de ordem superior, a determinacao da solugao geral da
equagao homogéna ¢é imediata desde que se identifique um sistema funda-
mental de solugoes (rever Teorema 4.8). Porém, esta tltima tarefa podera
revelar-se bastante complicada quando lidamos com equagoes lineares com
coeficientes arbitrarios. No entanto, veremos que é relativamente simples
identificar um sistema fundamental de solugoes no caso de equagoes com

coeficientes constantes, i.e., de equacoes da forma
agy™ +ary™ V4t any +any =0 (4.33)
onde ag, ay,...,a, € R com ay # 0.
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Veja-se o que acontece com no caso particular de equagoes de primeira

ordem: agy’ + a;y = 0. A solucao geral desta equacao é da forma
y=0C e a0 ” , CeR.

Repare-se que r = —a; /ag ¢ a solugao da equagao (algébrica) agr + a; = 0.
No caso de equagoes de ordem de ordem superior, a ideia é procurar
também solugdes da forma y = €™ (para valores de r € R convenientes).

Nesse caso, terfamos y™ = "¢, n € N. Substituindo na equacéo obtemos

apr" e +a e 4+t a, re® +a,e™ =0

ou seja,

(aor™ +arr™ 4 apr+a,) €t =0

Como €™ # 0 para todo = € R (e todo r € R), entao

apr"+a " 4+ +a, T +a, =0, (4.34)

P(r)

o que significa que r é raiz do polinémio P(r), o qual se designa por polindmio
caracteristico da equacao diferencial (4.33). A equagcao algébrica (4.34) toma
o nome de equagdo caracteristica (da equagao diferencial (4.33)).

Portanto, teremos de determinar as n raizes®® do polinémio P(r). No

caso particular n = 2, o polinémio caracteristico é
P(r) = agr® + a1 r + ay,

pelo que o estudo das suas raizes podera ser realizado através do sinal do
discriminante A = a? — 4aga,. Para polindmios de grau superior devera ter-
se presente o facto destes se poderem decompor num produto de factores do

primeiro e segundo grau com coeficientes reais.

30Uma vez que P(r) é um polinémio de grau n com coeficientes reais, o Teorema Fun-
damental da Algebra garante a existéncia de n rafzes (em C). As raizes do polinémio P(r)
poderao ser reais ou complexas e serem simples ou terem multiplicidade superior a 1. Se

a + if for raiz de P(r), entdo o — if é também uma sua raiz (dita raiz conjugada).
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A correspondéncia entre as n raizes do polindmio caracteristico e as n
solugbes (linearmente independentes) da equagao diferencial (4.33) pode ser

sistematizada do seguinte modo:

1.° caso: P(r) POSSUI n RAIZES REAIS DISTINTAS 71,72, ..., p.

As funcoes

et et .., enm

sao n solugoes linearmente independentes da EDO (4.33). Por conse-

guinte, a solucao geral desta equacao diferencial é da forma
y=0C1 e +Cye™ +..-+C,em", Ci,...,C, eR.
Exemplo 4.34 Considere-se a equacgao diferencial
y" +4y" — 5y = 0.
A equacao caracteristica é
P4’ —5r=0sr(r—1)(r+5)=0,

com as raizes (simples) r = 0, r = 1 e r = —5. A solugao geral da

equacao diferencial é dada por

y201+02€:£+03€75x, Cl,CQ,CgeR.

2.° caso: P(r) POSSUI n RAIZES REAIS E (PELO MENOS) UMA DELAS TEM
MULTIPLICIDADE &k > 1.

Suponhamos que se tem r; =19 = --- = r, = r. Entao

6rm7 xermw”’ l,k—lem:

sao k solugoes linearmente independentes. Assim, forma-se um sistema
fundamental de solugdes juntando a estas as (n — k) solugbes geradas

pelas restantes (n — k) raizes reais.
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Exemplo 4.35 Considere-se a equacao diferencial
y" — 5y + 8y — 4y = 0.
A equacao caracteristica é
3 2 _ 2 _
> =brr+8r—4=0<(r—1)(r—2)*=0,

a qual tem a raiz simples r = 1 e araiz dupla r = 2. Consequentemente,

a solucao geral da equacao diferencial dada é

y201€x+ (C’2+C’3x)eh, 01702,03 e R.

3.° caso: P(r) TEM (PELO MENOS) UMA RAIZ COMPLEXA SIMPLES.
Suponhamos que r = « £ i3 sao raizes simples do polinémio carac-

teristico. Prova-se que
e cos(fx) e  e*sen(fr)
sao duas solucoes linearmente independentes?!.

Exemplo 4.36 Considere-se a equacao diferencial
y"' + 2y + 5y =0.
A sua equagao caracteristica é
4+ 2r+5=0

e tem as raizes complexas simples r = —1+2i e r = —1—2¢. A solugao

geral da equacao diferencial tem a forma

y=e" (C’l cos(2x) 4+ Cy sen(Z:U)) , Cy,Cy € R.

31As rafzes r = a+i8 e F = a—if3 ddo origem as funcdes complexas e(@ )7 ¢ gla=if)z
respetivamente. Recordando a férmula de Euler ¢’/ = cos §+i sen 0, observamos que ambas
as fungoes exponenciais se podem exprimir a custa (de uma combinagao linear complexa)
das fungoes reais e®* cos(fz) e e*sen(fx). Consequentemente, sdo estas tdltimas que

escolhemos para construir um sistema fundamental de solugoes.
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4.° caso: P(r) TEM (PELO MENOS) UMA RAIZ COMPLEXA DE MULTIPLICI-
DADE k > 1.

Se r = a £ i sao raizes de multiplicidade k& prova-se que
e cos(Bx), we*®cos(Bx),..., xF7e cos(Bx),

e sen(Br), xesen(fz),..., ¥l sen(Bx)

sao 2k solucoes linearmente independentes.

Exemplo 4.37 Considere-se agora a equagao diferencial
y W 44y 4 4y = 0.
A sua equagao caracteristica é
4’ +4=0« (r*+2)*=0.

Entao 7 = iv/2 é uma raiz dupla desta equacao (o mesmo acontecendo
com7 = —Z\/é) Por conseguinte, a solugao geral da equacao diferencial

é dada por

Yy = (Cl +C2£L’) COS(\/ZI)—F (D1 —|—D2I) sen(\/ix) s Cl, CQ, Dl, D, € R.

4.5.2 Método dos coeficientes indeterminados na determinacao de

solugoes particulares

Na Secgao 4.4 vimos como determinar uma solugao particular de uma
equacao linear completa usando o método da variacao das constantes. Ora,
se a equagao a resolver for de coeficientes constantes, entao podemos, em
alternativa, determinar uma sua solucao particular de modo diferente, onde
se considera que a solucao que procuramos tem uma determinada forma
(estabelecida a partir da informacgao do segundo membro da equagao e das
raizes do polindmio caracteristico da equagado homogénea associada).

Considere-se a equacao linear
ao y(n) + aq y(nfl) R Ap—1 y/ —+ An Y = b(aj) (435)
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(ap,ai,...,a, € R, ag # 0) com a funcao b da forma
b(x) = Pp(z)e* cos(fx) ou b(z) = Py,(x)e*sen(fx),

onde P,,(x) denota um polinémio de grau m € Ny e a, 8 € R. Prova-se que

existe uma solugao particular da equagao (4.35) do tipo

yp(z) = ¥ e (P(:E) cos(fx) + Q(x) sen(ﬁ:z:))

onde:

e k € N é a multiplicidade de r = «a + i enquanto raiz do polinémio
caracteristico da equagao homogénea associada (kK = 0 se r = o + i3

nao for raiz desse polinémio);

e P(z), Q(z) sao polinémios de grau m cujos coeficientes terdo de ser

determinados (dai o nome do método).

Exemplo 4.38 Vamos determinar uma solucao particular da equacao dife-

rencial i — 3y = €3*. Temos
e = P(x) e*® cos(fx)

com P(x) =1 (grau zero), « =3 e § = 0. Como r = 3 é raiz (simples) do
polinémio caracteristico da equagao homogénea associada, entao a solucao

particular procurada é da forma
y, =7 (A)e*, com A€ R a determinar.
Assim, y, = A 3 + 3Ax e3*. Substituindo y, e y, na equacao dada obtemos
(A-1)e**=0 = A=1
3¢

Consequentemente, y, = ze

Exemplo 4.39 Vamos considerar o mesmo problema agora para a equagao

y" — 3y’ — 4y = 42°. Temos
42* = P(x) e cos(Bz)
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com P(z) = 4z? (grau dois), a = 0 e § = 0. Como r = 0 nao é raiz do po-
linémio caracteristico da equagao homogénea associada, a solugao particular

procurada ¢é da forma
y, = Ax* + Bx + C', para alguns A, B,C € R a determinar.

Temos y; =2Ax+ Be y;’ = 2A. A substituicao de y,,y, e y, na equagao

dada conduz a igualdade
—4A 2% — (6A+4B)z +2A — 3B — 4C = 42

Daqui resulta que

—4A =14 A=-1
—6A—-—4B =0 & B:g
2A—3B—-4C =0 C=-2
5 3 13
Consequentemente, y, = —2~ + 5 T — r

Observacao 4.8 Existem outros métodos de resolugao de equagoes diferen-
ciais de ordem superior (lineares ou nao). Alguns deles baseiam-se numa
mudanca de variavel adequada, procurando baixar a ordem da equagao dife-
rencial ou reduzir o estudo a situagoes conhecidas. Nao iremos detalhar mais
este assunto aqui. Fica apenas a informacao que algumas destas técnicas sao
apresentadas, por exemplo, na parte final do segundo capitulo nos aponta-

mentos [12].

92



A. Almeida 5 TRANSFORMADA DE LAPLACE

5 Transformada de Laplace

Neste capitulo apresentamos uma ferramenta que se revelara bastante ttil
na resolucao de certos problemas envolvendo equagoes diferenciais. Trata-se
de uma “transformagao” que consiste em converter uma dada fungao numa
outra através de um integral improéprio apropriado. Como iremos ver, uma
das suas vantagens reside no facto de permitir transformar derivadas em
polinémios (num certo sentido), o que facilita a a resolugao de alguns tipos

de problemas de valores iniciais.

5.1 Definicao e propriedades

Seja f uma fungio real definida (pelo menos) em R{. Considere-se o

| / h e S f(t) dt

0
onde s é um parametro real. Naturalmente, o integral podera ou nao con-

integral impréprio®

vergir (dependendo, em geral, do valor de s).

Exemplo 5.1 Considere-se o caso da fungao constante f(t) = 1, t € R.

Comecemos por observar que, para cada b > 0, temos

b 1 _ab 1
~e®—= se a#0,
/ 6at dt — o] a 7&
0 b, se a=0,

b 1
) —= se a<0
hm/eatdt: a’
b=+o0 Jo +oo, se a>0.

[o.¢]
Portanto, o integral improéprio / e® dt converge se e s6 se a < 0, sendo,
0

pelo que

nesse caso, o seu valor igual a ——. Daqui conclui-se que
Q@

o0 [e.e] 1
/ e S f(t)dt = / e *dt =—, paras>0.
0 0 §

32Este assunto ja foi estudado em Célculo I, pelo que se aconselha uma breve revisio

do mesmo (sugere-se a consulta do material disponivel no Moodle).
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Assim, podemos definir uma nova fungao,
F: Rt - R
o 1
s F(s):/ e St f(t)dt = ~,
0

s
a qual representa aquilo a que chamaremos a transformada de Laplace da

funcao f.

Defini¢ao 5.1 (Transformada de Laplace)
Chama-se transformada de Laplace® da funcao f : [0,+oco[— R a
funcio L{f} definida por

L = [ e,

0

sempre que este integral improprio seja convergente.

Observacao 5.1 Podemos escrever £{ f(t)}(s) para indicar a transformada
de Laplace de f. Ao escrever-se desta forma salienta-se o facto da funcao
inicial f depender de ¢, enquanto que a transformada £{f} é calculada em s
(o parametro do integral). E também habitual usar-se a letra F' para denotar

a transformada de Laplace de f.

Exemplo 5.2 Do Exemplo 5.1 resulta que
1
L{1}(s)=—-, s>0.
s

1 se t#2,

Exemplo 5.3 Seja g : [0, +00[— R dada por g(t) =
0 se t=2.

Temos {
L{g}(s) = o 5> 0. [Verifique!]

33Em homenagem ao matemdtico e fisico francés Pierre Simon Laplace (1749-1827), o
qual teve importantes contribuices na fisica-matematica, na astronomia e na teoria das
probabilidades
A transformada de Laplace é um caso particular das chamadas transformadas integrais
que sao de grande utilidade na resolugao de problemas em varias ciéncias, incluindo a
prépria Matematica. Esta transformada pode ser definida em contextos mais gerais do

que aquele que estamos a considerar neste texto.
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Exemplo 5.4 Tendo em conta o estudo do integral impréprio / e dt
0

realizado no Exemplo 5.1, conclui-se imediatamente que

L{e™}(s) = sia’ s>a|l (a€eR).

Recorrendo a integragao por partes nao ¢ dificil mostrar que

L{mY(s) = 2 550

o Sn+1 ’

L{sen(at)}(s) = ———, s> 0 Licos(at)}(s) = ——, §>0

s2+a?’ 2 4+ g2’

para todos a € R e n € Nj.
Atendendo as propriedades dos integrais impréprios verifica-se facilmente

que a transformada de Laplace goza da linearidade:

Proposicao 5.1 Sejama € Re f,g:[0,4+00] — R. Suponha-se que existem
L{f}(s) e L{g}(s) para s > sy e s > s,, respetivamente. Entdo:

() L{f +g}(s) = L{f}(s) + L{g}(s), s> max{sf, sy}
(i) L{af}(s) = al{f}(s), s> sy

Exemplo 5.5 Vamos calcular a transformada de Laplace da funcao cosseno

hiperbdlico:
at —at
L{cosh(at)}(s) = L {%} (s)
1 at 1 —at
= éﬁ{e }(s)—|—§£{e }(s)
U RO
T 2s—a  2sta’ 7% °° @
B s
 (s—a)(s+a)
Assim,
L{cosh(at)}(s) = o 57 la|| (a € R).
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Do mesmo modo podemos mostrar que a transformada de Laplace da funcao

seno hiperbdlico é dada por

L{senh(at)}(s) = ., s>la|| (a€R).

s2 — 2

Observacao 5.2 Nem toda a funcao admite transformada de Laplace. E
o0
o caso da funcao t etZ, uma vez que o integral improprio / e st dt &
0

divergente para todo o s € R. [Verifique!]

No seguimento da observagao anterior seria importante conhecer classes
de fungoes para as quais fosse garantida a existéncia de transformada de
Laplace. Dito de outra forma, interesoia saber que tipo de propriedades asse-
guram a convergéncia do integral / e "' f(t) dt para algum s € R. A este

0
0
propésito refira-se que a convergéncia do integral / e ' f(t) dt para um

0
certo s = sg implica a sua convergéncia para qualquer s > sg.

34

Atendendo ao integral impréprio envolvido na definicao da transformada
de Laplace, a partida devera garantir-se a integrabilidade da funcao t
e "t f(t) em qualquer intervalo [0, b], com b > 0. Tal acontece, por exemplo,

3

quando a funcdo f é seccionalmente continua®®, o que é uma hipétese razo-

avelmente fraca. Além disso, para se garantir a existéncia (em R) do limite

b
blim / e "' f(t) dt importa controlar, de alguma forma, o crescimento da
—+oo J

funcao f.

Teorema 5.2 (Existéncia de transformada de Laplace)

Seja f : [0, +oo[ — R. Suponha-se que:

34Esta propriedade pode ser provada a partir do chamado Critério de Dirichlet, o qual
¢é usado algumas vezes para concluir sobre a natureza de integrais impréprios nao absolu-

tamente convergentes (ver, por exemplo, [5, pp. 600-601]).
35Notar que este conceito ja foi discutido no Capitulo 2 quando se discutiu a convergéncia

das séries de Fourier. De acordo com a definicdo ai apresentada, diremos que uma funcao

f é seccionalmente continua em [0, +0oo] se for seccionalmente continua em todo o intervalo
[0,0].
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(i) f € seccionalmente continua em [0, +00[;
(ii) existem constantes M >0, T >0, a € R tais que

If(O)| < Me™,  paratodot>T. (5.1)

Entao L{f}(s) existe para s > a.

Observagao 5.3 Uma fungao que satisfaz a propriedade expressa em (ii) do
Teorema 5.2 diz-se uma funcao de ordem exponencial (a direita) (ver
figura, para o caso a > 0). Para uma tal funcao f tem-se necessariamente

tligrn e f(t) =0, para todo s > a. [Porqué?]
—r+00

vt

A classe das fungoes de ordem exponencial é razoavelmente abrangente.

Tal classe contém, por exemplo, as fungoes limitadas e a propria exponencial

97



A. Almeida 5 TRANSFORMADA DE LAPLACE

e, Qualquer poténcia t*, n € N, é também de ordem exponencial, pois
n

— — 0 quando ¢ — +o0. Consequentemente toda a fungao polinomial é de
e

ordem exponencial. Sao também exemplos de funcgoes deste tipo as funcoes

da forma
t"e™ cos(bt) , t"e™sen(bt) (com a,b constantes).

Note-se, no entanto, que existem fungoes que nao sao de ordem exponen-
t
cial. E caso da funcao e, uma vez que lim € — lim et = 400 para
t——+oco e t——+00
todo a € R.
Por comodidade e simplificagao de linguagem, por vezes chamamos fungao
de ordem exponencial a a uma fungao satisfazendo (5.1).
J4 vimos que a transformacao de Laplace goza da linearidade®, o que
podera facilitar alguns calculos. De seguida, apresentamos mais propriedades
que, como veremos, sao bastante uteis no calculo da transformada de certas

fungoes, uma vez que permitem tirar proveito de transformadas ja conhecidas.

Observando que

/ e SteMf(t) dt = / e~ N (2) dt, s, A € R,
0 0
facilmente se estabelece a seguinte propriedade:

Proposicao 5.2 (deslocamento na transformada)

Sejam f : [0,400] = R integrdvel em todo o intervalo [0,b], com b > 0, e
A € R. Se L{f}(s) = F(s) existe para s > sy, entao L{e M f(t)}(s) existe
para s > XA+ sy e

LM (D)Hs) = F(s — V)]

Exemplo 5.6 Como L{cos(3t)}(s) =

219 para s > 0, entao
S

s+ 1 B s+1
(s+1)24+9  s2+25+10°

L{e " cos(3t)}(s) = L{cos(3t)}(s+1) = s> —1.

36E possivel provar que o conjunto das fungoes seccionalmente continuas em [0, +o0| e
de ordem exponencial contitui uma espago vetorial real (com a adi¢ao e a multiplicagio
por um ndmero real usuais) e que a transformada de Laplace é uma aplicacdo linear em

tal espago.
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Proposigao 5.3 (transformada do deslocamento)
Seja f : R — R nula em R~ e integrdvel em todo o intervalo [0,b], com
b> 0. Se L{f}(s) = F(s) existe para s > sy, entdo, para todo a € R,

também existe a transformada L{f(t — a)}(s) para s > sy e

L{f(t —a)}(s) = e ™ F(s)|

Exemplo 5.7 Considere-se

t? se t>0.

0 se t<0,
g(t)Z{

Como L{g(t)}(s) = L{t*}(s) = 5_23 para s > 0, entao

LD () = L{glt — DHs) = e L{g(D)}(5) = — . 5> 0.

ess3’

Podemos também lidar com a transformada do deslocamento de fungoes
f ' R — R nao necessariamente nulas em R™. Para tal considera-se a

chamada func¢do de Heaviside (ou fungao degrau unitdrio), definida por

0 t<0
H(t) = % .
1 se t>0

Também se define H,(t) := H(t —a), t € R. Note-se que H(t)f(t) anula-
se sempre em R~ (independentemente do que acontece com f(t)). Além
disso, as transformadas de Laplace de H(t)f(t) e f(t) coincidem uma vez
que H(t)f(t) = f(t) em R{. Assim, aplicando a Proposicao 5.3 a H(t)f(t)

obtém-se, para a > 0, s > sy,

L{H, ) f(t = a)}(s) = e F(s)
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1
Exemplo 5.8 Como L£{1} = — (s > 0) temos, para a > 0,
s

e—as

LLHL(DMs) = L{H, (1) - 1}(s) = S—, s> 0.

S

Proposicao 5.4 Sejam f : [0, +oo[ — R integrdvel em todo o intervalo [0, b],
comb > 0, ea € Rt. Se L{f}(s) = F(s) existe para s > sg, entao
L{f(at)}(s) existe para s > asy e

iy =1 ()]

a a

2
Exemplo 5.9 J4 sabemos que L{sen(2t)}(s) = ERwIE > 0. A proprie-
s
dade anterior permite chegar ao mesmo resultado a partir da transformada

da funcao seno:

1 1 2

L{sen(2t)}(s) = %ﬁ{sent} (g) Pl w070

Tal como anunciado anteriormente, estamos particularmente interessados
em usar a transformada de Laplace na resolucao de certos problemas envol-
vendo derivadas. Portanto, importa ver como é que aquela transformada se

relaciona com a derivagao.

Proposigao 5.5 (derivada da transformada)

Seja f : [0,400[— R seccionalmente continua e de ordem exponencial s¢
(i.e., tomando aqui sy no lugar do a que aparece na defini¢do de funcdo de
ordem exponencial, cf. Observacao 5.3). Entao, para todo n € Ny, existe a

transformada L{t" f(t)}(s) para s > s5 e

L{f()}(s) = (=1)" F™(s) |

onde F™ denota a derivada de ordem n da funcio F.

Exemplo 5.10 Como F(s) = L{sen(2t)}(s) = para s > 0, entao

2
s2+4

C{tsen(2t)}(s) = —F'(s) = — ( 2 ) _ (4—3 s> 0.

s2+4 s2 4 4)2’
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Observagao 5.4 A férmula anterior permite, por exemplo, calcular a trans-
formada de Laplace de qualquer poténcia t" (n € N) a partir da transformada

da fungao constante igual a 1 (calculada no Exemplo 5.2):

" " L dr (1 . (—1)"n! n!
£lhe) = £l = (1 g (3) = Cr SRR = s
Proposicao 5.6 (transformada da derivada)

Suponha-se que as funcées f, f', f", ..., f"V (n € N) sio todas de ordem
exponencial sy, para algum sy € R, e que f") existe e é seccionalmente

continua em [0, 4+oc[. Entdo existe L{f™(t)}(s) para s > sy e

LUDDHs) = 5"Fls) =" f(0) = " 2(0) =+ = 5/"2(0) = £7(0)

Fica agora claro o significado da afirmacao inicial sobre o facto da trans-
formada de Laplace converter, de alguma forma, derivadas em polinémios.
Exemplo 5.11 Vamos calcular F(s) = £{cos?t}(s).

Como ( cos? t), = —sen(2t), entao

—L{sen(2t)}(s) = L {(cos2 t)/} (5) = sL{cos’t}(s) — cos*(0) = sF(s) — 1

para s > 0. Portanto,

(1— L{sen(20)}(s)) = 8(382—124) s>,

1

S

F(s)

Considere-se o seguinte problema de valores iniciais (o qual possui uma

tnica solugdo, cf. Teorema 4.6):

Determinar y = y(t) tal que

' +2y +10y =1, y(0)=0, %' (0)=0. (5.2)

Seja Y(s) = L{y(t)}(s) (assumindo que a func¢do y admite transformada

de Laplace). Usando a férmula dada na Proposigao 5.6, temos
L{y'()}(s) = sY(s) = y(0) = s Y (s)
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L{y"(1)}(s) = s*Y (s) — sy(0) — y/(0) = s°Y (s).

Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equacao dada

em (5.2), obtemos
s*Y (s) +2sY(s) +10Y(s) = L{1}(s). [Porqué?|

Daqui resulta que

1

1
2+25+10)Y(s) =~ ie, Y(s)=
(57425 + 10)Y(s) e (s) s(s? +2s + 10)

S

(s >0).

E claro que o problema anterior ainda nao esta resolvido. Relativamente
a funcdo y = y(t) que procuramos, de momento apenas conhecemos a sua
transformada de Laplace. Assim, seria importante considerar uma “trans-
formacao inversa” por forma a recuperar a funcao original. Voltaremos entao
a0 nosso problema assim que esclarecermos a questao da inversao da trans-

formada de Laplace.

5.2 Transformada de Laplace inversa

Dada uma transformada de Laplace F(s) interessa determinar “a” fungao
[ (definida em RY) tal que L{f(t)} = F(s). Tal f, caso exista, chama-se

transformada de Laplace inversa de F e escreve-se

f=LTHF} ou  f(t)=LTH{F(s)}H1).

Mas veja-se o que acontece com a funcao constante igual a 1 e com a funcao
do Exemplo 5.3. Ambas as funcgoes tém a mesma transformada de Laplace %,
pelo que se coloca uma ambiguidade ao considerar £71 { % } O problema pode

ser resolvido se escolhermos para transformada inversa a funcao continua:
(1
L {—}(t) —1, t>0.

S

A escolha anterior é justificada pelo facto de nao existirem fungoes continuas

diferentes com a mesma transformada de Laplace.
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Teorema 5.3 Sejam f e g funcgoes seccionalmente continuas em [0, +oo[

tais que

L{f}(s) = F(s) = L{g}(s), paras>a (a€R).
Se f e g sao continuas no ponto t € R, entdo f(t) = g(t).

Observacao 5.5 Antes do problema da unicidade poderia colocar-se a questao
da prépria existéncia de transformada inversa. E possivel indicar condig¢oes
“necessarias” para que uma dada funcao seja uma transformada de Laplace.
Na verdade, é possivel provar que se uma funcao f é seccionalmente continua
em [0, +00[ e de ordem exponencial, entao

lim £{f}(s)=0.

s—+00

Antes de calcularmos algumas transformadas inversas, registamos duas

propriedades que podem ser provadas sem grande dificuldade.

Proposicao 5.7 (linearidade da transformada inversa)
Suponha-se que F' e G (definidas num mesmo dominio) admitem transfor-
mada de Laplace inversa. Entao as fungoes F + G e oF (o € R) também

admitem transformada inversa e
() LHF+G}y =L HFY+ £7HGY,

(i) L HaF} =al Y{F}.

Exemplo 5.12 Vamos calcular a transformada inversa da funcao ﬁ.
s(s

1 1
Lembrando que £{1} = - e L{e™'} = Py temos
s s

o) - o)

= Hy(t) — Hy(t)e "V
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Proposicao 5.8
Se F' admite transformada de Laplace inversa, entao F(s—\) também admite

transformada inversa para todo A € R e

L7YF(s — A} = M LY F(s))

2
Exemplo 5.13 Como L{t*} = — para s > 0, temos [Justifique!]:
s

3 3 2 3 2 3
:_1 :—1 2 C_l 2t 42
{(s 2)3}—5 {(s 2)3}_§6t {;}_56%7 t=>0.

Se observarmos as transformadas de Laplace ja calculadas, constatamos

que, em geral, estas sdo dadas por fungoes racionais (em s) em que o grau
do polinémio do numerador ¢ inferior ao grau do polinémio do denominador.
A ideia passa entao por decompor tais fraccoes em fracoes simples®”. Vamos
ilustrar tal facto no ambito da resolu¢ao do problema indicado em (5.2). A
este respeito, ja vimos que a transformada de Laplace da funcdo y = y(t)

que procuramos é dada por

1
Y(s) = > 0.
(s) s(s2+2s+10)° §

Decompondo o lado direito em fragoes simples, obtemos

11 1 2
Y(s)=—-—— _re s> 0. [Verifique!]

Assim, a solucao do problema pode ser determinada do seguinte modo:
1 1 1 s+ 2
t)=LYYy = Loy —Lt
y(t) ek = 1 {s} 10 (5+1)2+9
1 1 1 s+1 n 1
10 10 (s+1)249  (s+1)2+9
1 I, . s | 1
- £ o t£ 1
10 10° {32+9} 10° {32+9}

1 1
= — ——e"cos(3t) — 0 e 'sen(3t), t>0.

3TA decomposicio em fracoes simples ja foi discutida em Célculo I quando se tratou a

primitivagao de fungoes racionais.
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Terminamos este capitulo com uma referéncia a convolucao de fungoes,
operacao que é bastante ttil em certas aplicacoes. Define-se o produto de

convolugao de duas fungoes f e g por

(f*g)(t)z/otf(T)g(t—T)dﬂ {50

(desde que aquele integral exista). Usando uma mudanga de varidvel apro-
priada (u = ¢t — 7, com ¢ fixo), podemos verificar que f*x g = g* f (i.e., a
operagao de convolucao é comutativa).

Uma das propriedades interessantes da transformada de Laplace reside no
facto de transformar o produto de convoluc¢ao num produto usual de funcoes.

Mais precisamente, vale o seguinte resultado:

Proposigao 5.9 (transformada da convolugao)
Se f e g sdo fungoes seccionalmente continuas em [0, +00[ e ambas de ordem

exponencial So, para algum so € R, entao, para s > sg, tem-se

LS *9) D)} (s) = F(s)G(s)

(onde F(s) e G(s) denotam as transformadas de Laplace das funcgoes f(t) e

g(t), respetivamente).

Com f nas mesmas condig¢oes da Proposi¢ao 5.9, para s > max{0, sq}

c{ [ rmar} =

Note-se que a convolugao pode ser usada para determinar transformadas

temos

inversas, tendo em conta a férmula

LTHE(s)G(s)} = (f *9)(1)
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Exemplo 5.14 Recordando as transformadas do seno e do cosseno e a férmula

anterior para a convolucao, temos

1 S o 1 o8
£ {(s2+1)2} = £ {82—|-1 32—1—1}

= (sen * cos)(t)

t
= / sent cos(t — 7) dr
0

t
= / sent (costcos T + sent sent) dr
0

t sent

2
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